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Desigualdad de Poincaré-Sobolev

Sean=2y1<p<n. Existe ¢y, >0 tal que para toda bola BcR" se tiene

1

1 1
1 .\ .
(37 [ re0-sa ax)” = capri | [ 19s00r ]

donde fg =g [3 [,y P* =55 (5= = 7).
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Integrales fractionarias y desigualdesdes de Poincaré-Sobolev

Definition (Potencial de Riesz)

El potencial de Riesz de orden a de una funcién f:R"” — R esta definido por

f)
Lfo=| —L¥ _a,
fx) fRnlx—yI”‘“ y

para cada x € R", donde a € (0, n).
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Integrales fractionarias y desigualdesdes de Poincaré-Sobolev

Definition (Potencial de Riesz)

El potencial de Riesz de orden a de una funcién f:R"” — R esta definido por

Lo f() = f SO,

R [X =yl

para cada x € R", donde a € (0, n).

o Iy:LP(R") — LY(R") para 1< p< 2 donde g= n”ap (% _
° I:LPR") — LP®°(R") para 1< p< %

Q=
I
3R
N—r
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Integrales fractionarias y desigualdesdes de Poincaré-Sobolev

Definition (Potencial de Riesz)

El potencial de Riesz de orden a de una funcién f:R"” — R esta definido por

f
Lfo=| —L¥ _a,
fu).Lnu—yW“ y

para cada x € R", donde a € (0, n).

np 1 1 _
mmap (5= g =)

o Ip:LP([R™) — LY(R™) para 1< p< 7 donde g =
@ Iy:LP(R") — LP°[R") para l<p< E

Theorem (Subrepresentation formula)

Existe ¢, >0 tal que para cada bola B<R", tenemos

|f(x) = fal = cn LIV flxB) (%), X€B.
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Demostracion.

Sealsp<n,

1 £ = Foll 1o o, ) <n I LAV FIXB 1o,
r(B)

=Cn 1 ”Il(lvleB)"Lp*,oo(B,dx)
B|r
1

<cp,pr(B) (%fBIVf(x)I"’dx)E .
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Demostracion.

Seal<p<n,

If -5 ||LP*'°°(B,‘%"‘) <cn [ LAV Fixs) “LP*@O(B,%)
r(B)

=cn— [ LUV F1XB) || 1 05,09

1
B|»

1
<cy,pr(B) (%IBIVf(x)I”dx) .

Usando el método del truncamiento (Maz'ya 85),

1
P

1
1 X p* 1
(ﬁmex)—fBW dx) scn,pr(B)(ﬁfBWf(x)de)
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos

Objetivo
Probar

1
w

1
(w:B) fB'f (x)—fBl”;’wde) . scwr(B)( f VP wxdx|”

w(B)

para una clase de pesos apropiada, donde p;, > p.

Alejandro Claros (BCAM & UPV/EHU) / 17



Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos

Objetivo
Probar

1
w

1
(w:B) fB'f (x)—fBl”;’wde) . scwr(B)( f IVf(x)Ipw(x)dx)

w(B)

para una clase de pesos apropiada, donde p;, > p.

Estimaciones cuantitativas de Cy, y pj,.
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Motivacion: Degenerate elliptic operators

Lu =div(A(x)-Vu), Lu=0
cléPw(x) < A()E-E < ClEPw(x)

donde w es un peso con alguna singularidad.
Objetivo: Probar que las soluciones son localmente Hélder continuas.
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Motivacion: Degenerate elliptic operators

Lu =div(A(x)-Vu), Lu=0

clélPw(x) < AE-€ < ClEPw()
donde w es un peso con alguna singularidad.

Objetivo: Probar que las soluciones son localmente Hélder continuas.

Método iterativo de Moser: Fabes, Kenig, Serapioni (1982).
Let we Ay,

@ Desigualdad de Poincaré-Sobolev con pesos:

(w(B)['f bi:] Wwdx) <er(B)( (B)[IVfI wdx) ,

donde 27, > 2.
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Pesos de Muckenhoupt

@ weAy:

1
(wla, = sup( fw)esssup(w_1)<oo,
|BI B

sy Al o
WA =S P B B Js " P

[ M(wyp)(x)dx < co.

[Wlay, = SUp (B
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Pesos de Muckenhoupt

@ weAy:

1
(wla, = sup( fw)esssup(w_1)<oo,
|BI B

(wla =su (1 f )( 1 fwl—r")p_l< (p>1)
= N o0 ,
A =SPP B 1B Js P

[ M(wyp)(x)dx < co.

[w]a, =su
5 w(B)
@ Acotaciones del operador maximal:

1
| Ml p (0)— LPoo(w) =n [wlip (p=1,

1
I M Lr () —Lr(w) = Cnpl[w]z;l (p>1)
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Pesos de Muckenhoupt

@ we Ay

1
(wla, = sup( fw)esssup(w_1)<oo,
| B B

[w] su (1 [ )(if wl"”)pl<oo (n>1)
A =SPP B 1Bl Js p=

[w]a,, =su w(B)f M(wyp)(x)dx < co.

@ Acotaciones del operador maximal:

1
| Ml p (w)— LPoo(w) =n [w]f;p (p=1,
1
1
= Cnp’[wlzp

<=

IMIr ) — 1) < €ap' (114, (014, (p>D

!
donde o = w'P'.
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Integrales fraccionarias y pesos A,

Motivado por un trabajo de Alberico, Cianchi, and Sbordone (2009).
Theorem (C.)

Seal<p<?Z.Seawe Ay con 1=t <p. Definimos g, como

1 1 al

p g nr’

Entonces, existe ¢, >0 tal que

1

L 1
fllaf(x)l"fw(x)dx "<c p“[w] o1y (B flf(x)l”w(x)dx) 5

(w(B) ( w(B)

para toda bola BcR" y toda funcién f € LP (B, w).
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Integrales fraccionarias y pesos A,

Theorem (C.)

Seal<p<7.Sea we Ay con 1=t <p. Definimos g, como

1 1 al

p qr nr

Entonces, existe ¢, >0 tal que

1 1
IIIafIILq,m(B,WM(J,&d)x)s%”p:;[w]j;rr(B) ( f If(x)l”w(x)dx) :

w(B)

para toda bola B<R" y toda funcién f € LP (B, w).
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Desigualdad de Hedberg con pesos

Lemma (C.)

Sea 1< p<g. Dado1<r<p definimos g como

1 1 «al

p q:nr'

Entonces existe ¢, >0 tal que para toda bola B tal que 0 < [ w(y)l‘r/dy <ooy
toda funcién f € LP(B, w), tenemos

2 * 2 1_5 1—r'd ﬁ
af () = —PaMf(x) 10 2o (5,09 LW dy)

para todo x € B.

.

Alejandro Claros (BCAM & UPV/EHU)

/17



Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos A,

Theorem (C.)

Seal<p<n. SeaweA, conl=<r<p. Definimos g, como
p p q

1 1 11

p 4qr nr
Entonces, existe ¢, >0 tal que

1

flf(X) fol"wxdx|" < cap® [w]A r(B)( fIVf(x)Ipw(x)dx

( w(B) w(B)

para toda bola B. Ademads, el exponente % en la constante A, es optimo.
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos A,

Theorem (C.)

Seal<p<n. Seawe A, con1<r<p. Definimos g, como

1 1 11

p 4qr nr
Entonces, existe ¢, >0 tal que

1

flf(X) fol"wxdx|" < cap® [w]A r(B)( fIVf(x)Ipw(x)dx

( w(B) w(B)

para toda bola B. Ademads, el exponente % en la constante A, es optimo.

@ El caso r =1 (we A;) resuelve una conjetura de Pérez-Rela (2019) sobre el
exponente optimo en la constante A; en esta desigualdad.
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Aplicaciones a desigualdades fraccionarias

@ Sean 1< p<ooy 6€(0,1). Entonces, para toda bola B<R" y toda funcién
fe W%P(B), tenemos

5 If(0) = fFOIP )%
|B|f|f(x) feldx < c,r(B) (lBlf Sy dydx| .
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Aplicaciones a desigualdades fraccionarias

@ Sean 1< p<ooy 6€(0,1). Entonces, para toda bola B<R" y toda funcién
fe W%P(B), tenemos

5 If(0) = fFOIP )%
|B|f|f(x) feldx < c,r(B) (lBlf Sy dydx| .

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001)

» 1 1
1im(1—6)%(ff S =P dyd) —Kn,p(f IVf(x)I”dx)p
611 R" R"

|x— y|n+§p
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Aplicaciones a desigualdades fraccionarias

@ Sean 1< p<ooy 6€(0,1). Entonces, para toda bola B<R" y toda funcién
fe W%P(B), tenemos

5 If(0) = fFOIP )%
|B|f|f(x) feldx < c,r(B) (lBlf Sy dydx| .

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001)

» 1 1
gﬁlu—aﬁ(ff )~ Fp dyd) —Kn,p(f |Vf<x)|”dx)p
R” R

|x— y|n+§p

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001), Milman (2005)

1
p 1
If(x)=fl dydx)p
B |x— y|n+5p

1)
|B|f|f(x) faldx<cn(1-8)7 r(B) (|B|f
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Aplicaciones a desigualdades fraccionarias

Theorem (C.)

Seann=2,6€(0,1),1sp< g y sea w e Ay. Entonces, existe una constante
dimensioanal ¢, >0 tal que,

-

( (B)flf(x) £51P3) w(x)dx)”[%) <ca(l- 5)p[w] r®°

1
_ p
( L f /)=~ D dyw(x)dxp
w(B) JJB

|x_y|n+6p

para toda bola B.
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Exponente de Sobolev con peso p},

Dado w € Ay, definimos

I(w):={p=1:we Ap}
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Exponente de Sobolev con peso p},

Dado w € Ay, definimos

I(w):={p21:w<—:Ap}={ [1,00) if we A;
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Exponente de Sobolev con peso p},

Dado w € Ay, definimos

(1,00) if we A

I(w)::{pzl:weA,,}:{ (00) if weAg\A;

donde ¢, :=infI(w).

e Hagelstein, Parissis (2016): ¢,, < %o
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Exponente de Sobolev con peso p},

Dado w € Ay, definimos

(1,00) if we A

I(w)::{pzl:weA,,}:{ (00) if weAg\A;

donde ¢, :=infI(w).

e Hagelstein, Parissis (2016): ¢,, < %o

Definition

Sean n=2, 1sp<ny we Ax. Definimos el exponente de Sobolev con peso pj,

como
1 1 11

p ph nly
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Exponente de Sobolev con peso p},

Corollary (C.)

Sean1=p<nly, y we Ap. Entonces, para cada 1< q< py,, tenemos

1
(i [ - fatwiax)” < corm (o [ 0P wewds)”

(B)

1
para toda bola B, donde la constante Cy, = cp,p* [w]zr para algin r=r(q) > €.

v
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Exponente de Sobolev con peso p},

Corollary (C.)

Sean1=p<nly, y we Ap. Entonces, para cada 1< q< py,, tenemos

(ﬁflglf(x)—fgl"wu)dx)q < er(B)(

<=

) f IVf(x)I”w(x)dx)

1
para toda bola B, donde la constante Cy, = cp,p* [w]l’;r para algin r=r(q) > €.

v

Theorem (C.)

Podemos encontrar un peso w € A, tal que si la desigualdad

(—w(lB)fB|f(x)—fB|‘7w(X)dx)q Ser(B)( fIVf(x)V’w(x)dx)

(B)

es cierta para toda funcion Lipschitz f, entonces q < pj,.
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Exponente de Sobolev con peso p},

Corollary (C.)

Sean1=p<nly, y we Ap. Entonces, para cada 1< q< py,, tenemos

(ﬁflglf(x)—fgl"wmdx)q < er(B)(

<=

) f IVf(x)I”w(x)dx)

1
para toda bola B, donde la constante Cy, = cp,p* [w]l’;r para algin r=r(q) > €.

v

Theorem (C.)

Podemos encontrar un peso w € A, tal que si la desigualdad

(—w(lB)fB|f(x)—fB|qw(x)dx)“ Ser(B)( fIVf(x)V’w(x)dx)

(B)

es cierta para toda funcion Lipschitz f, entonces q < pj,.

@ No sabemos si la desigualdad es cierta en el extremo g = pj,.
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Muchas graciasl!
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