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Section 1

Introduccién y motivacion
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Desigualdades de Poincaré

Theorem ((1,1) Poincaré Inequality)

Existe ¢, > 0 tal que para todo cube () C R™ tenemos

1 1
o /Q @) = falde < @)y /Q IV f(2)dz,

donde fo = &1 Jo f ¥ f € Wiy (R™).
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Desigualdades de Poincaré

Theorem ((1,1) Poincaré Inequality)

Existe ¢, > 0 tal que para todo cube @) C R™ tenemos

1 1
o /Q @) = falde < @)y /Q IV f(2)dz,

donde fo = &1 Jo f ¥ f € Wiy (R™).

o Potencial de Riesz: I, f(x) :/ )
e |7 — Y[

Theorem (Subrepresentation formula)

Existe ¢, > 0 tal que para todo cubo ) C R"™, tenemos

1f(@) = fol < enh(IVfIxQ)(2),  z€@.
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Desigualdades de Poincaré

1. 1) = faltr <eniar [ 1V 7iva) @)

=cnﬁ /Q V£ (@)1 (xe) (@) de

gcna@ﬁ /Q V£ (2)ldx
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Desigualdades de Poincaré

La desigualdad de Poincaré (1,1) implica:
@ Desigualdad de Poincaré (1,p)

ﬁ /Q |f(z) — foldzx < c,f(Q) (ﬁ /Q IVf(x)|pdx>%
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Desigualdades de Poincaré

La desigualdad de Poincaré (1,1) implica:
@ Desigualdad de Poincaré (1,p)

1 - 160 = fola < et >(|§2|/ Vi)

@ Desigualdad de Poincaré (p, p)

1

(ﬁ/@lf(x)—fczlpdxy’ < enl(Q) (ﬁ/QWf(x)lpdx)p
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Desigualdades de Poincaré

La desigualdad de Poincaré (1,1) implica:
@ Desigualdad de Poincaré (1,p)

ﬁ /Q |f(z) — foldzx < c,f(Q) (ﬁ /Q |Vf(x)|de>%

@ Desigualdad de Poincaré (p, p)

(& / |f<x>—fQ|pdx)’1’ <et@ (i [ st Pas)”

@ Desigualdad de Poincaré-Sobolev

(e leVdg;)# < el (ﬁ/QIVf(x)mx)%

1

donde p* = np(;—p%:%)paralgp<n.
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Motivacién: Operadores elipticos

Lu = div(A(z) - Vu), Lu=0

donde A(z) es una matrix n x n tal que
clel* < A(w)g - € < Clg*.

Objetivo: Probar que las soluciones son localmente Holder continuas.
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Motivacién: Operadores elipticos

Lu = div(A(z) - Vu), Lu=0

donde A(z) es una matrix n x n tal que
clel* < A(w)g - € < Clg*.

Objetivo: Probar que las soluciones son localmente Holder continuas.
e Di Giorgi (1957), Nash (1957).
@ Moser (1960) (Moser iteration method)

o Desigualdad de Poincaré (2,2),
o Desigualdad de Poincaré-Sobolev (p = 2)

<@ (g /Q |Vf<m)|2dx)§ .

L
3

(o JACE fol* dr)’
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Motivacién: Degenerate elliptic operators

Lu = div(A(z) - Vu), Lu=0

cléPw(z) < A(x)¢ - € < ClEPw(x)

donde w es un peso con alguna singularidad.
Objetivo: Probar que las soluciones son localmente Hélder continuas.
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Motivacién: Degenerate elliptic operators

Lu = div(A(z) - Vu), Lu=0

clglPw(z) < A(@) - € < Clefw()
donde w es un peso con alguna singularidad.

Objetivo: Probar que las soluciones son localmente Hélder continuas.

Método iterativo de Moser: Fabes, Kenig, Serapioni (1982).
Let w € A,

@ Desigualdad de Poincaré-Sobolev con pesos:

(@ / |f—fQ|2*“’wdx)% < CLlQ) (@ /Q |Vf|2wdx)%,

donde 27 > 2.
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos

Objetivo 1
Probar

1
*

(s [ 161~ awtogas) ™ = Cut@) (s [ 956t )

para una clase apropiada de pesos, donde p}, > p.
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos

Probar

(57 [, 17 ~ fabutoyas ¥ <@ (i [ @t )

para una clase apropiada de pesos, donde p}, > p.

Objetivo 1

Probar

— % w(zyde\ < 2(Q w(z)da
”f fQ”LPW«Q( Q, ()d) Cuw ( )”foLp,r(Q’%)

para una clase apropiada de pesos, donde p;, > p, 1 < ¢q,r < oco.
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos

Objetivo 1

Probar

(555 INEE falPeula)ds)

para una clase apropiada de pesos, donde p}, > p.

1
P

<@ (g5 / V)P ule)is)

\,

Objetivo 1’
Probar

||f - fQHLPZ,«q(C&%) < CwZ(Q) ||Vf||LP,T(Q7%)

)
@

para una clase apropiada de pesos, donde p;, > p, 1 < ¢q,r < oco.

A

Objetivo 2

Buenas estimaciones para C,, y p},.
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Pesos de Muckenhoupt

o weE A,

‘ -

w) ess sup ) < o0,
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Pesos de Muckenhoupt

o weE A,

[w]a, = Sup (ﬁ/ w) (6/ wl"”>p_1 <oo (p>1),
1

. =sup o / M(wyg)(@)de < .

@ Acotaciones del operador maximal:

1
M| Lo () —s 1750 () Pom [w]fxp

||M||Lp(w)_>Lp(w) < cnp'[w]}
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Pesos de Muckenhoupt

o weE A
ula, = s (ﬁ /Q w> esssup(ur ™) < o,
], = sup (ﬁ / w> (6 / wl—p’)p_1<oo (> 1),
. =sup o ! / M(wyq)(@)de < .

@ Acotaciones del operador maximal:

donde 0 = w!' ' es el peso dual (Hytonen-Pérez, 2012).
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Section 2

Automejora de desigualdades de Poincaré

generalizadas
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Self-improving of Poincaré-type inequalities

Sea w € A,, para cada cubo () tenemos,

1 1
el /Q 0) = falde <e, Q)5 /Q IV f(2)|de
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Self-improving of Poincaré-type inequalities

Sea w € A,, para cada cubo () tenemos,

1 1
el /Q 0) = falde <e, Q)5 /Q IV f(2)|de

1

4 (1 / Vi@ ue)is)

S

<cp[w]
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Self-improving of Poincaré-type inequalities

Sea w € A,, para cada cubo () tenemos,

1 1
el /Q 0) = falde <e, Q)5 /Q IV f(2)|de

1

Scn[w]i,,f(c?) (ﬁ /Q |Vf(a:)|pw(a:)dx) '
=a(Q), ar: Q— (0,00)
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Self-improving of Poincaré-type inequalities

Sea w € A,, para cada cubo () tenemos,

1 1
el /Q 0) = falde <e, Q)5 /Q IV f(2)lde

1 » ’
Q) (g [ 19 Pu)
=:ar(Q), aj:Q — (0,00)

a € Dy(w) si para cada cubo @ y cada familia disjunta {Q;}; C @,

S

<cp[w]

Y a(Qi)Pw(@i) < llalp, a(@Q)Pw(Q):

2
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Self-improving of Poincaré-type inequalities

Sea w € A,, para cada cubo () tenemos,

1 1
el /Q 0) = falde <e, Q)5 /Q IV f(2)lde

Scn[w]i,,f(c?) (ﬁ /Q |Vf(x)|pw(x)dx)5
=a5(Q), ap:Q— (0,00)

a € Dy(w) si para cada cubo @ y cada familia disjunta {Q;}; C @,

Y a(Qi)Pw(@i) < llalp, a(@Q)Pw(Q):

2

1

e El ejemplo modelo es a,(Q) = M(Q)* (%) " donde 1 es una medida y

p,a > 0.
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Ejemplo modelo

Sea {Q;}; C Q una familia disjunta,

Zau Qi)"w(Qs) )‘ng apﬂ )) (Qi)
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Ejemplo modelo

Sea {Q;}; C Q una familia disjunta,

5 au(Qu(@) =3 @) 2wl

<NPU(Q)°7 Z 1(Q;)
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Ejemplo modelo

Sea {Q;}; C Q una familia disjunta,

5 au(Qu(@) =3 @) 2wl

SNUQ)™ Y Qi)

K2

S )

=a,(Q) w(Q).
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Ejemplo modelo

Sea {Q;}; C Q una familia disjunta,

5 au(Qu(@) =3 @) 2wl

SNUQ)™ Y Qi)

K2

S )

=a,(Q) w(Q).

® ay € Dp(w) con |jal|, =1.
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Ejemplo modelo

Sea {Q;}; C Q una familia disjunta,

5 au(Qu(@) =3 @) 2wl

SNUQ)™ Y Qi)

K2

S )

=a,(Q) w(Q).

® a, € Dy(w) con ||a\|Dp =1

e Si w € A, entonces podemos probar a, € Dy(w) para algin g > p.
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Automejora con condicién D,(w)

Theorem (Franchi, Pérez, Wheeden 98; Canto, Pérez 21)

Sea a € Dy(w) conw € A Sea f € L}, tal que

loc

ﬁ /Q |f(z) — foldx < a(@Q), para todo cubo Q.

Entonces, para todo cubo () tenemos,

1F = fall oo (g, wtiaey < enplw]a, llallp, a(@)-
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Automejora con condicién D,(w)

Theorem (Franchi, Pérez, Wheeden 98; Canto, Pérez 21)

Sea a € Dy(w) conw € Ay, Sea f € L, tal que

1
o /Q (@) — faldz < a(Q),

Entonces, para todo cubo () tenemos,

1

para todo cubo Q.

dx

1F = fall oo (g, wtiaey < enplw]a, llallp, a(@)-

<
@ Aplicando este resultado al ejemplo anterior obtenemos:

l 1 ;
IF = falloe ) < vl w3, 6@) (57 [ 1917ae) "
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Ejemplo modelo: revisitado

Sea {Q;}; C @ una familia disjunta de subcubos de @,

Dol Qi)'w(Q) =AY Q)" (Q:)
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Ejemplo modelo: revisitado

Sea {Q;}; C @ una familia disjunta de subcubos de @,

Za” Pay( )—APZE(Q

<N sup ((Q “pZu Qi)
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Ejemplo modelo: revisitado

Sea {Q;}; C @ una familia disjunta de subcubos de @,

Z au(Q:i)Pw(Qi) =\" ZE(Q

<N sup ((Q “pZu Qi)

=\P (sgp|Qi|> ’ ;“(Qi)
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Ejemplo modelo: revisitado

Sea {Q;}; C @ una familia disjunta de subcubos de @,

Z%(Qi)pw(@i) :APZE(Q
<\P supE o‘pZu Q)

=\P (sgp|Qi|> ’ ;“(Qi)

Q)
w(Q)

<N |U; Qi w(Q)
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Ejemplo modelo: revisitado

Sea {Q;}; C @ una familia disjunta de subcubos de @,

Z au(Q:i)Pw(Qi) =\" ZE(Q

<N sup ((Q “pZu Qi)

=\P (sgp|Qi|> ’ ;“(Qi)

HQ)
w(@" @

= ('ﬁgi')% 0 (QPu(Q).

ap
<A U Q4]
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Automejora con condicién SD;(w)

Definition

a € SD;(w) si para todo cubo @ y cada familia disjunta {Q;}; C @ tenemos,

S a@rul@) < ol (M2) a@rut)

T
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Automejora con condicién SD;(w)

Definition
a € SD,(w) si para todo cubo @ y cada familia disjunta {Q;}; C @ tenemos,

3 a(@)Pw(@) < llalfip, ('Ulgf"')s a(@Pw(Q).

%

Theorem (Pérez, Rela 19)

Sea a € SDy(w) conw € A, Sea f € L} . tal que

ﬁ /Q |f(z) — foldx < a(@), para todo cubo Q.

Entonces, para todo cubo () tenemos,

(7 L 1)~ faPuta)iz ) < cus all; (@)
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Observaciones

@ Pérez y Rela conjeturaron que el resultado es cierto sin la condicién A.

Alejandro Claros (BCAM & UPV/EHU) Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos



Observaciones

@ Pérez y Rela conjeturaron que el resultado es cierto sin la condicién A.

@ Recientemente, se ha probado la conjetura usando dominacién sparse.

Theorem (Lerner, Lorist, Ombrosi 22)

Sea a € SDj(w). Sea f € Ly, tal que

loc

ﬁ /Q £(2) = foldz < a(Q), for all cube Q.

Entonces, para cada Q,

(ﬁ /Q |f(z) — prw(l‘)da;) v <en(l1+s) ||a||SD; a(Q).
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Automejora con condicién S

Theorem (C., Pérez)
Sea a € SDj(w) conw € A Sea f € L},

loc

tal que

ﬁ /Q |f(z) — foldx < a(@), para todo cubo Q.

Entonces, para cada cubo Q,

55, [w]aa(Q).

w(Q)

1
_ X <ec, il
If fQ||Lp(1+E),w(Q7w(z)dz) < Cpp <1 o S) lla
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Automejora con condicién S

Theorem (C., Pérez)
Sea a € SDj(w) conw € A Sea f € L},

loc

tal que

ﬁ /Q |f(z) — foldx < a(@), para todo cubo Q.

Entonces, para cada cubo Q,

==
s+1
SD;

w]a,a(Q).

w(Q)

1
_ X <ec, il
If fQ||Lp(1+E),w(Q7w(z)dz) < Cpp <1 o S) lla

@ Recuperamos los resultados de automejora anteriores con la condicién D, (w)
[FPW98, CP21] (Idea: SD;° = D,,).
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Automejora con condicién S

Theorem (C., Pérez)
Sea a € SDj(w) conw € A Sea f € L},

loc

tal que

ﬁ /Q |f(z) — foldx < a(@), para todo cubo Q.

Entonces, para cada cubo Q,

==
s+1
SD;

w]a,a(Q).

> w(Q)

1
— a < - —
16 = Fall (a4 g e < 02 (143 ) e

@ Recuperamos los resultados de automejora anteriores con la condicién D, (w)
[FPW98, CP21] (Idea: SD;° = D,,).

@ Es una desigualdad de Poincaré-Sobolev.
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Automejora con condicién S

Theorem (C., Pérez)

Sea a € SDj(w) conw € A. Sea f € L}, tal que

loc

ﬁ /Q |f(z) — foldx < a(@), para todo cubo Q.

Entonces, para cada cubo Q,

55, [w]aa(Q).

1
— a < - —
16 = Fall (a4 g e < 02 (143 ) e

> w(Q)

@ Recuperamos los resultados de automejora anteriores con la condicién D, (w)
[FPW98, CP21] (Idea: SD;° = D,,).

@ Es una desigualdad de Poincaré-Sobolev.

@ La prueba se basa en una good-lambda que es consecuencia de una extensién
de la desigualdad de John-Nirenberg para pesos A, [CP21].
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Automejora con condicién S

Theorem (C., Pérez)

Sea a € SDj(w). Sea f € L}, tal que

|Qi| /Q (@) - foldz < a(Q)

f— fQHLp,oo( )y < Ka(Q),
para todo cubo (), donde K es una constante que no depende de (). Entonces,,

If = fall 1), } a(Q),

< c¢pmax{l, K ||a]

~(@.5)

para todo Q.
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Automejora con condicién S

Theorem (C., Pérez)

Sea a € SDj(w). Sea f € L}, tal que

1
ol /Q (@) - foldz < a(Q)

f— fQHLp,oo( )y < Ka(Q),
para todo cubo (), donde K es una constante que no depende de (). Entonces,,

If = fall 1), } a(Q),

< c¢pmax{l, K ||a]

~(@.5)

para todo Q.

4

@ Usando el resultado de [LLO22] podemos obtener la segunda desigualdad con
K=c,(145s) ||a||SD;.
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Demostracion

Fijamos un cubo Q, y sea t > a(Q), entonces

1
o /Q (@) — folde < a(Q) < t.
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Demostracion

Fijamos un cubo Q, y sea t > a(Q), entonces

1
o /Q (@) — folde < a(Q) < t.

Consideramos la descomposicién de Calderén-Zygmund de |f — fg| en el cubo Q
a altura ¢. Entonces, existe una familia de subcubos diddicos disjuntos {Q;};,
tales que,

@ Para cada j,

t < QLA/QJ, () — foldz < 27,

‘Uij‘ < UQ)
eI - t

@ Para casi todo z € Q \ Uj Q.
|f(z) — fol <t
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Demostracion

Sea ¢, = 2™ + 1,

{z€Q:1f(2) - fal > et} = (e € Q5 1 1/(2) = fal > eat}

Uz eQ\|JQ,: If(x) - fol > cnt
J
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Demostracion

Sea ¢, = 2™ + 1,

{zre@:|f(z) - fol > et} = (U{x €Qj:|f(x) = fol > Cnt})

U{er\UQj Hf(z) - fal >cnt}

J

C (U{xGQj:|f(z)fQj|>t}>

U{IEQ\UQj:|f(x)fQ|>Cnt}a

donde [{z € Q\ U;Q; : |f(x) — fo| > cut}] = 0.
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Demostracion

Entonces,

w({z€Q:|f(z) = fol > cnt}) sZw ({z€Q;:|f(z)— fo,l >t})
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Demostracion

Entonces,

w({z€Q:|f(z) = fol > cnt}) sZw ({z€Q;:|f(z)— fo,l >t})

K”th a(Q;)"w(Q;)
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Demostracion

Entonces,

w({z€Q:|f(z) = fol > cnt}) sZw ({z€Q;:|f(z)— fo,l >t})

K”th a(Q;)"w(Q;)

‘Uij‘ :

<KPt7 |lal” 0]

a(@)'w(Q)
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Demostracion

Entonces,

w({z€Q:|f(z) = fol > cnt}) sZw ({z€Q;:|f(z)— fo,l >t})

<K”th a(Q))Pw(Q;)

o (uely’
<KPt7P ||a 1] a(@Q)’w(Q)
<K || (@)M w(Q).
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Demostracion

Entonces,

w({zeQ:[f(x) = fol > cnt}) SZUJ({JCEQJ‘ | f(@) = fo,l > t})

<K”th a(Q;)Pw(Q;)

] p<\uj @)
<KPt7P ||a a(@Q)’w(Q)

Q|

<o (“2)" @)

Hemos probado:

su Lw T | f(x) — p(H%) al|) =1
p ¢ (g (€ Q1) ~ fol > 1) e (K [l 77 a(Q).

t>a(Q)
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Demostracion

La otra estimacidn es trivial,

wp t—w({zeQ: |flz)— T
2 (gt @1~ ol > ) ) <aia
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Demostracion

La otra estimacidn es trivial,

wp t—w({zeQ: |flz)— T
2 (gt @1~ ol > ) ) <aia

Entonces,

=
~—

17 = Tall 1)~ g ey =01 (g (1 € @ 1) = ol > 1)) €

= I1max sup ---, sup ---
t<a(Q) t>a(Q)
max {,a(Q), e (K ) 7 (@)}
=c, max {1, (K al) 77 | a(@).
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Aplicaciones: Automejora con normas Lorentz

Usando la desigualdad de Kolmogorov, para cada 0 < g < oo tenemos,

1

1F = fell oo w)d)z)ﬁ(g)q(ﬂréﬁ) If = fall (1)

(0. 8528)
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Aplicaciones: Automejora con normas Lorentz

Usando la desigualdad de Kolmogorov, para cada 0 < g < oo tenemos,

1

1F = fQll oo %)S(@ (L+s)7[|If — lel( 1).00

(0. 528)

Corollary (C., Pérez)

Sea a € SDj(w) con w € Ay Sea f € Ly, tal que

loc

ﬁ /Q f(2) = foldz < a(Q),  for all cube Q.

Entonces para cada 0 < q < oo y cada cubo Q,

1 = Falla(otppey < o0 (145) (2) 149 ol #* fulaal@)

4
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Aplicaciones: Automejora con normas Lorentz

Usando la desigualdad de Kolmogorov, para cada 0 < g < oo tenemos,

1

1F = fQll oo %)S(@ (L+s)7[|If — lel( 1).00

(0. 528)

Corollary (C., Pérez)

Sea a € SDj(w) con w € Ay Sea f € Ly, tal que

loc

ﬁ /Q f(2) = foldz < a(Q),  for all cube Q.

Entonces para cada 0 < q < oo y cada cubo Q,

1 = Falla(otppey < o0 (145) (2) 149 ol #* fulaal@)

4

@ En el caso ¢ = p, mejoramos el exponente de (1 + s) de [LLO22].
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con normas Lorentz

Theorem (C., Pérez)

Seal<p<n,seawe A, conl<r<pylwla, >1(no trivial), y sea p%,
definido como

1 1 1

pph  n(r+loglla)
Entonces, existe C,, tal que

Hf_ fQHLPTu:l( “’(I)dz) < C [ } pBw,TE(Q) ||Vf||Lp,pr(Q’%)

para todo cubo ), donde B,, , es una constante que explota de la siguiente
manera ]
Bw,r ~ a1 an2°
([w]a, —1)

cuando [w]a, — 1T.
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Aplicaciones: Desigualdades P-S fraccionarias

Sean1 <p< oo yd € (0,1). Entonces, para todo cubo @@ C R" y toda
f € WP, tenemos

loc’

1
P

dy dac)

Lo (&) - F@)lP
|Q|/Q|f() falds < nt(©Q) ( /Q et

1Ql |z — y|n+op
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Aplicaciones: Desigualdades P-S fraccionarias

Theorem

Sean1 <p< oo yd € (0,1). Entonces, para todo cubo @@ C R" y toda
feWpP, tenemos

1 - s( 1 /() = f@)PP )i
|Q|/Q|f(m) foldz < e 4(Q) <|Q|/Q Q4|:z:—y|"+5p dydx | .

Demostracion:

o1 L 11— fakde i [ [ 110~ @)ldyaa
< (g [, , o~ srayas)”
=4y (@ /Q/Q %—nﬁi)'pdy d:p) ’

(1 1f@) = f)I? ;
SCnZ(Q) <@/Q Qilx—yln”f’ dydx) .
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Aplicaciones: Desigualdades P-S fraccionarias

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001)

. (y)|P v oo \?
151?11 </n/n |a:— |n+6p dydr | = Knyp o |V f(x)|Pdx
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Aplicaciones: Desigualdades P-S fraccionarias

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001)

l |P %_ » P
151?11 </n/n |a:— |n+6p dydr | = Knyp o |V f(x)|Pdx

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001), Milman (2005)

. 1 /(@) = fy)lP ’
@i / /(@)= folde < ca(1-6)7£(Q)° (@ /Q =y dydx)
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Aplicaciones: Desigualdades P-S fraccionarias

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001)

lim(1
5T1

([ ) < ] o)

@ Bourgain-Brezis-Mironescu (2001), Milman (2005)

([ @)= f)
|Q|/ (@)= foldr < ea(1=0)54(Q)° (|Q|/ [ L aya

1
P
X

|z — y[n+op

o Myyryldinen-Pérez-Weigt (2023). Sea w € A,,

o /Q (@) — folde <6311 — 6)F [ulf(Q)*

’ <w(1Q) /Q o |f|§;x)_;|£4(rg«lsza|pdyw(x)dm> "
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Aplicaciones: Desigualdades P-S fraccionarias

Theorem (C., Pérez)

Sean0<d0<1yl<p<?% Seawe A, conl<r<pylwla, >1,yseap;,
definido por

1 1 )

P Py, n(r+loglwla,)
Entonces, existe C,, > 0 tal que

1_ 1, L1441
”f_fQ”LPE,w’l( w(z)dz) <Cp 5 2( 5)”[ ] pBwr

(Q)

o (L @) = FIP N
4@ (gy [, J, ey avwiae)

para todo cubo (), donde B, , ~ [w]A;_l cuando [w]a, — 17.
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Section 3

Desigualdades de Poincaré-Sobolev via integracién

fraccionaria
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Desigualdad de Poincaré-Sobolev

Sean >2y1l<p<mn. Existe c,, > 0 tal que para todo cubo () C R™ se tiene

1

(ﬁ/@lf(w)—le”*dIY_* < enpl(@ >(|§2|/ Vi)’

dondefQ:I%Ifo,yp*zn”—_”;(%—#:%).
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Desigualdad de Poincaré-Sobolev

Seal<p<mn,

||f fQ”Lp 0 (Q, dm‘) <cn ||I1(|Vf|XQ)HLp o (Q %)
0(Q
=cn# 109 £1%Q) 1 (e

<ennt@ (i / Vi)’
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Desigualdad de Poincaré-Sobolev

Seal<p<mn,

f— fQ”Lp °(Q, 145) <cn ||Il(|vf|XQ)HLp*,oo(Q,%)

14
:cn% I (V1) o .00

<ennt@ (i /Q |Vf(:c>|?d:c)%

Usando el método del truncamiento (Maz'ya 85),

(o o1 sa )™ < Cupti@ (& [ 19 s6@Pa)’
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Integrales fraccionarias y pesos A,

Motivado por un trabajo de Alberico, Cianchi y Sbordone (2009).
Theorem (C.)

Seal<p<%. Seaw € A, con1<r <p. Definimos q. como

1 1 al

P ¢ nr
Entonces, existe ¢, > 0 tal que

(@ /Q IIafI"Tw># < oPa)

para todo cubo Q C R™ y toda funcién f € LP(Q,w).

S |

L@ (g / Iflpw>%7
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Integrales fraccionarias y pesos A,

Theorem (C.)

Seal<p<Z. Seawe€ A, conl<r <p. Definimos q. como

1 1 al
p g nr’
Entonces, existe c, > 0 tal que
I Cn, %g 1 » v
o wz)dey < — P N — ,
el (o ) < el 4Q)° (5 [ 170)

para todo cubo Q C R™ y toda funcién f € LP(Q,w).
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Desigualdad de Hedberg con pesos

Lemma (C.)
Seal <p< %. Dado1 < r < p definimos g como

1 1

p q nr
Entonces existe ¢, > 0 tal que para todo cubo () tal que 0 < fQ w(y)l_rldy < o0
y toda funcion f € LP(Q,w), tenemos

nr!

Cn 2 1_5 1—7'
I < ZpMI@F 1l ( [ v )"

para todo x € Q.
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos A,

Theorem (C.)
Seal<p<n. Seawe A, conl <r <p. Definimos g, como

Entonces, existe ¢, > 0 tal que
1 NE | :
- _ () b P £ - P
(s L1~ fatrw) ™ <eurluif 4@ (575 [ (91170)

para todo cubo (). Ademads, el exponente 1—17 en la constante A, es éptimo.
4
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Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos A,

Theorem (C.)
Seal<p<n. Seawe A, conl <r <p. Definimos g, como

Entonces, existe ¢, > 0 tal que
1 NE | :
- _ () b P £ - P
(s L1~ fatrw) ™ <eurluif 4@ (575 [ (91170)

para todo cubo (). Ademads, el exponente 1—17 en la constante A, es éptimo.
4

@ El caso r =1 (w € A;) resuelve una conjetura de Pérez-Rela (2019) sobre el
exponente éptimo en la constante A; en esta desigualdad.
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Aplicaciones: Desigualdades fraccionarias

Theorem (C.)

Seann>2,0¢€(0,1),1<p<?% yseawc A;. Entonces, existe una constante
dimensioanal ¢, > 0 tal que,

n

( / 1 — folP(®) )@) <en(1 = 0)F[w], Q)

' <w(1Q) /Q o |f|;xz;|£%za|pdyw(m)dx>g

para todo cubo Q).
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden

superior

@ Dado un cubo Q@ y m € N, sea P,,,_1(Q) el espacio de polinomios en @ de
grado menor o igual que m — 1 en n variables.
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden

superior

@ Dado un cubo Q@ y m € N, sea P,,,_1(Q) el espacio de polinomios en @ de
grado menor o igual que m — 1 en n variables.

@ Denotamos por Pé"_lf a la proyeccién de f en el espacio P,,—1(Q).
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden

superior

@ Dado un cubo Q@ y m € N, sea P,,,_1(Q) el espacio de polinomios en @ de
grado menor o igual que m — 1 en n variables.

@ Denotamos por Pé"_lf a la proyeccién de f en el espacio P,,—1(Q).
°

1

rerh @) (ﬁ /Q HOR w<x>|Pdw) " (ﬁ /Q () — Pé"_lf(x)lpdx) ‘
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden

superior

@ Dado un cubo Q@ y m € N, sea P,,,_1(Q) el espacio de polinomios en @ de
grado menor o igual que m — 1 en n variables.

@ Denotamos por Pg‘_lf a la proyeccién de f en el espacio P,,—1(Q).
°

1

o (i JCE i) =~ (i JACE Py @)’

Seam € N con m < n. Existe C = C(n,m) > 0 tal que
|f(z) = P57 f(2)] < CLn(IV™ fIxQ) (@),

para casi todo x € Q, donde [V™ f| =", |D*f|.
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden
superior

Theorem (C.)

Seann>2,m>1yl1<p< . Seawe¢€ A, conl<r <py consideremos q,
definido como

m 1

P ¢ nr
Entonces, existe C' = C(n,m) > 0 tal que

f-Fply
| |

Lar: °°

s < Cp:n[w]::ﬂ@w(
(@%5%)

— /Q Imelpw> ’

para todo cubo Q.
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden
superior

Theorem (C.)

Seann>2,m>1yl1<p< . Seawe¢€ A, conl<r <py consideremos q,
definido como

m 1

P ¢ nr
Entonces, existe C' = C(n,m) > 0 tal que

f-Py7f
H |

Lar: °°

s < Cp:n[w]::ﬂ@m(
(@%5%)

— /Q Imel”w) ’

@ El método del truncamiento no funciona en este contexto!

para todo cubo Q.
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Aplicaciones: Desigualdades P-S con derivadas de orden
superior

Theorem (C.)

Seann>2, m>1yl<p< % Seaw € A, con1 <r < p y consideremos q,
definido como
1 1 ml

P ar nr
Entonces, existe C' = C(n,m) > 0 tal que,

(5 - Pglfwfw)% < ol W 0" (5 / IV’”fI”w>l

para todo cubo Q.

Alejandro Claros (BCAM & UPV/EHU) Desigualdades de Poincaré-Sobolev con pesos 01,/09/2025 40 / 43



Exponente de Sobolev con peso p

Dado w € A, definimos

Iw)={p>1:we A}
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Exponente de Sobolev con peso p

Dado w € A, definimos

I(U’)?:{pZLweAP}:{[LOO) if we A;
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Exponente de Sobolev con peso p

Dado w € A, definimos

I(U’)?:{pZLweAP}:{[LOO) if we A;

(by,00) ifwe A\ A1

donde ¢, := inf I(w).
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Exponente de Sobolev con peso p

Dado w € A, definimos

I(U’)?:{pZLweAP}:{[LOO) if we A;

(by,00) ifwe A\ A1

donde ¢, := inf I(w).

o Hagelstein, Parissis (2016): £,, < e[l
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Exponente de Sobolev con peso p

Dado w € A, definimos

I(w) :={p211weAP}:{ %Zjogo) :?Zgi;\fh ’

donde ¢, := inf I(w).

o Hagelstein, Parissis (2016): £,, < en[*]ac

Seann>2,1<p<nywée Ay. Definimos el exponente de Sobolev con peso
Dy, COMO

01,/09/2025 41 /43
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Exponente de Sobolev con peso p

Corollary (C.)

Sean1 <p < nl, yw € A,. Entonces, para cada 1 < q < p},, tenemos

(ﬁ /Q e fQ'qw(‘”)dx)% < Cul(Q) (@ /Q |Vf(as)|pw(x)dx>%

1
para todo cubo @, donde la constante C,, = c,p*[w]} ~para algin r = 1(q) > Ly

o
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Exponente de Sobolev con peso p

Corollary (C.)

Sean1 <p < nl, yw € A,. Entonces, para cada 1 < q < p},, tenemos

(o 1~ quw(x)d””Y <cut@ (5 /. |Vf(as)|pw(x)dx>%

1
para todo cubo @, donde la constante C,, = c,p*[w]} ~para algin r = 1(q) > Ly

Theorem (C.)

Podemos encontrar un peso w € A, tal que si la desigualdad

(Gt Jo v st <@ (55 LI @Putas) %

es clerta para toda funcién Lipschitz f, entonces q < p:
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Exponente de Sobolev con peso p

Corollary (C.)

Sean1 <p < nl, yw € A,. Entonces, para cada 1 < q < p},, tenemos

(o 1~ quw(x)d””Y <cut@ (5 /. |Vf(as)|pw(x)dx>%

1
para todo cubo @, donde la constante C,, = c,p*[w]} ~para algin r = 1(q) > Ly

Theorem (C.)

Podemos encontrar un peso w € A, tal que si la desigualdad

(Gt Jo v st <@ (55 LI @Putas) %

es cierta para toda funcion Lipschitz f, entonces q < p},.

@ No sabemos si la desigualdad es cierta en el extremo ¢ = pj},.
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Muchas gracias!
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