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e Investigación operativa y Matemática aplicada.

Junio 2019





DECLARACIÓN DE ORIGINALIDAD DEL TFG
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Convergencia Cesàro α en Teoŕıa Ergódica

Resumen

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar la convergencia Cesàro α en Teoŕıa
Ergódica, con 0 < α ≤ 1. Para ello, en el primer caṕıtulo se estudian las transformaciones
que conservan la medida, y se prueban los resultados clásicos de Teoŕıa Ergódica como
el teorema de Birkhoff y el teorema de Von Neumann; estos resultados se refieren a la
convergencia de medias aritméticas.

Una vez se ha estudiado la convergencia en medias aritméticas, buscamos procesos de
convergencia más fuertes. El segundo caṕıtulo está dedicado a estudiar nuevos procesos
de convergencia, en particular, se introduce la convergencia Cesàro α y se prueban sus
propiedades.

En el siguiente caṕıtulo se introducen los espacios de Lorentz L(p, q), que son los espacios
naturales a la hora de estudiar la convergencia Cesàro α en Teoŕıa Ergódica. Para ello
primero se estudian la función de distribución y el reordenamiento decreciente de una
función medible.

El último caṕıtulo se dedica a probar la convergencia Cesàro α de las medias ergódicas.
En primer lugar se estudia el operador maximal asociado a estas medias. Los resultados
obtenidos para este operador permiten estudiar la convergencia en casi todo punto. El
trabajo finaliza estudiando la convergencia en norma y la convergencia en medida de las
medias Cesàro α ergódicas.

Palabras clave:

Ergódico, Teoremas ergódicos, transformaciones que conservan la medi-
da, transformaciones ergódicas, Convergencia cesàro α, reordenamiento
decreciente, espacios de Lorentz
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Cesàro α convergence in Ergodic Theory

Abstract

The main objective of this work is to study the Cesàro α convergence in ergodic theory,
with 0 < α ≤ 1. In the first chapter, we study measure preserving transformations,
and we prove the classic results in Ergodic Theory, such as Birkhoff’s theorem and Von
Neumann’s theorem; these results refer to the convergence of arithmetic averages.

Once the convergence of arithmetic averages has been studied, we research stronger con-
vergence processes. The second chapter is dedicated to studying new convergence methods,
in particular, the Cesàro α convergence is introduced and its properties are proven.

In the next chapter, we introduce the Lorentz L(p, q) spaces, which are the natural spaces
to study the Cesàro α convergence in Ergodic Theory. For this purpose, the distribution
function and the decreasing rearrangement of a measurable function is first studied.

The last chapter is dedicated to proving Cesàro α convergence of ergodic averages. Firstly,
we study the maximal operator associated with these averages, the results obtained for this
operator allow to study convergence almost everywhere. The work concludes by studying
convergence in the norm and convergence in measure of the Cesàro α ergodic averages.

Key words:

Ergodic, ergodic theorems, measure preserving transformation, ergodic
transformation, Cesaro α convergence , decreasing rearrangement,
Lorentz spaces
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Introducción

La Teoŕıa Ergódica tiene su origen en la mecánica estad́ıstica. Para ver esto, conside-
remos un sistema de N part́ıculas en un espacio tridimensional. Para cada instante de
tiempo t podemos representar el estado del sistema como un punto de R6N , ya que para
cada part́ıcula tenemos las tres coordenadas del vector de posición y las tres del vector
momento. En estas condiciones a R6N se le llama espacio de fases del sistema.

Sea n el número de grados de libertad del sistema, entonces podemos escoger unas coor-
denadas adecuadas, las coordenadas generalizadas q = (q1, ..., qn) y los momentos gene-
ralizados p = (p1, ..., pn), en estas condiciones el espacio de fases es R2n. Se define el
Hamiltoniano del sistema como

H(q, p) = K(p) + U(q),

donde K es la enerǵıa cinética y U la enerǵıa potencial. Las ecuaciones de la mecánica
Hamiltoniana rigen la evolución del sistema, y son

dqi
dt

=
∂H
∂pi

dpi
dt

= −∂H
∂qi

para i = 1, ..., n. Si H es suficientemente regular, para cada estado inicial del sistema
(q, p), existe una única solución de las ecuaciones de Hamilton, que denotaremos T·(q, p) :
R −→ R2n, t 7→ Tt(q, p), y representa el estado del sistema para cualquier tiempo t. De
esta forma, si t0 es un tiempo fijo, entonces Tt0 es una trasformación del espacio de fases
en si mismo, con las siguientes propiedades T0 = Id, y Tt ◦ Ts = Tt+s. Obtenemos aśı un
flujo de parámetro continuo {Tt : t ∈ R} en el espacio de fases R2n.

Uno de los resultados fundamentales de la mecánica estad́ıstica es el teorema de Liouville,
que asegura que el flujo {Tt : t ∈ R} deja los volúmenes de R2n invariantes. En otras pala-
bras, las transformaciones Tt conservan la medida. La mecánica determinista nos dice que
si conocemos el estado inicial de un sistema entonces podemos conocer la evolución futura
y pasada del mismo. En la práctica nunca se tiene suficiente información para ello. La
idea de la mecánica estad́ıstica es abandonar el estudio determinista de un estado, que es
un punto del espacio de fases, y dedicarse al estudio estad́ıstico de un conjunto de estados,
es decir, un subconjunto del espacio de fases. La cuestión de mayor interés en mecánica
estad́ıstica es el comportamiento asintótico del sistema, es decir, el comportamiento del
sistema cuando el tiempo tiende a infinito.

Para simplificar, vamos a pasar del caso continuo que hemos expuesto al caso discreto. Sea
τ = Tt0 para un cierto tiempo inicial t0, entonces por las propiedades del flujo tenemos
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que τn = Tnt0 para todo entero n. Es razonable pensar que las propiedades asintóticas de
Tt cuando t→∞ son esencialmente las mismas que las de τn cuando n→∞.

A partir de ahora consideremos un espacio de medida (X,M, µ), donde X será el espacio
de fases, y τ : X −→ X una transformación que conserva la medida, que representará
la evolución del sistema en un instante de tiempo. Supongamos que f : X −→ R es una
función medible, podemos pensar que la sucesión {f(τn(x))}∞n=0 representa una variable
f́ısica interesante en estados de tiempo sucesivos. Como veremos en el caṕıtulo 1 esta
sucesión, en general, no es convergente; por tanto, estudiaremos procesos de convergencia
más débiles.

En el primer caṕıtulo se introduce el concepto de transformación que conserva la medida,
y se prueban algunas propiedades. Seguidamente se dan algunos ejemplos de estas trans-
formaciones y se demuestra el teorema de recurrencia de Poincaré. En la siguiente sección
se introducen las transformaciones ergódicas, y se prueba que si τ es una transformación
ergódica que conserva la medida entonces la sucesión {f(τn(x))}∞n=0 no es convergente en
general. Por lo tanto, en el resto del caṕıtulo se estudia la convergencia en medias aritméti-
cas de la sucesión {f(τn(x))}∞n=0, que, como sabemos, es un proceso de convergencia más
débil que la convergencia usual. Es más débil en el siguiente sentido:

Si {an} es una sucesión convergente con ĺımite a, entonces la sucesión de medias
aritméticas {a1+a2+...+an

n
} tiene ĺımite a, y el rećıproco no es cierto.

Esta convergencia se la llama usualmente convergencia Cesàro. Dada una transformación
τ : X −→ X que conserva la medida y una función medible f : X −→ R vamos a estudiar
la convergencia de las medias

Anf(x) =
1

n

n−1∑
k=0

f(τ k(x)). (1)

La tercera sección está dedicada a estudiar la función maximal asociada a las medias Anf ,

Mf(x) = sup
n
An|f |(x),

esto será clave a la hora de probar la convergencia en casi todo punto de Anf . En la
siguiente sección se prueba que si f ∈ Lp(µ) con 1 ≤ p < ∞, entonces las medias Anf
convergen en casi todo punto. Bajo la hipótesis adicional de que τ sea ergódica podremos
calcular expĺıcitamente el ĺımite de dichas medias. En la última sección se estudia la
convergencia en Lp(µ), y como consecuencia inmediata se obtiene la convergencia en
medida.

En el segundo caṕıtulo se introducen nuevos procesos de convergencia, se generaliza la
convergencia Cesàro y se define un nuevo proceso de convergencia (C, α) para cada número
real α ∈ R \ Z−, de la siguiente manera,

Una sucesión {sk}∞k=0 se dice que es convergente Cesàro α con ĺımite s, si

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−ksk −→ s

cuando n→∞, donde Aα0 = 1 y Aαn = (α+1)(α+2)...(α+n)
n!

≡
(
n+α
n

)
.
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Como casos particulares de esta definición tenemos que la convergencia (C, 0) es la con-
vergencia usual de sucesiones, y la convergencia en medias aritméticas estudiada en el
caṕıtulo 1 es la convergencia (C, 1).

En la primera mitad de este caṕıtulo se prueban las propiedades de este método de con-
vergencia, por ejemplo cabe destacar que si una sucesión es convergente (C, α), entonces
es convergente (C, α+ h) para todo h > 0. Como consecuencia de esto podemos observar
que los procesos de convergencia (C, α) con 0 < α < 1 son más débiles que la conver-
gencia usual, pero sin embargo son más fuertes que la convergencia Cesàro estudiada en
el caṕıtulo 1. El caṕıtulo finaliza viendo la relación que tiene la convergencia Cesàro α
con la teoŕıa de sumabilidad de series, y se exponen algunos teoremas tauberianos sin
demostración.

El objetivo final de este trabajo es estudiar la convergencia Cesàro α en Teoŕıa Ergódica
para 0 < α < 1. Para ello primero debemos introducir los espacios naturales a la hora
de estudiar esta convergencia, los espacios de Lorentz. El tercer caṕıtulo está dedicado
a introducir los espacio de Lorentz L(p, q). Para ello primero se define la función de
distribución asociada a una función medible f : X −→ R,

µf (λ) = µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}),

y se prueban algunas de sus propiedades, como que es decreciente y continua por la
derecha. Seguidamente se introduce el reordenamiento decreciente de f , que es la única
función f ∗ : [0,∞) −→ [0,∞) decreciente, continua por la derecha y equimedible con f ,
que viene definido por

f ∗(t) = ı́nf{λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ t}.
Un resultado muy importante de este caṕıtulo es que la norma p de una función medible
f solo depende de la función de distribución de f o de su reordenamiento decreciente∫

X

|f(x)|p dµ(x) = p

∫ ∞
0

λp−1µf (λ)dλ =

∫ ∞
0

f ∗(t)pdt. (2)

Una vez tenemos la definición de reordenamiento decreciente estamos en las condiciones
de definir los espacios de Lorentz L(p, q), que es el conjunto de todas las clases de funciones
medibles f tales que el funcional ‖f‖p,q <∞, donde

‖f‖p,q =


(∫ ∞

0

(
t
1
pf ∗(t)

)q dt
t

) 1
q

si 0 < p <∞, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗(t) si 0 < p ≤ ∞, q =∞

.

Los espacios de Lorentz son una generalización de los espacios Lp(µ), ya que L(p, p) =
Lp(µ) con igualdad de normas, debido a (2). En general ‖.‖p,q no es una norma para todos
p y q, pero śı es una cuasi-norma. El resto del caṕıtulo está dedicado a probar algunas
propiedades de estos espacios, entre ellas es interesante destacar la siguiente cadena de
inclusiones

L(p, 1) ⊂ Lp(µ) ⊂ L(p,∞).

El caṕıtulo finaliza introduciendo algunos conceptos de la teoŕıa de interpolación de ope-
radores, tales como las definiciones de operador de tipo débil (p, q), fuerte (p, q) y débil
restringido (p, q).
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En el caṕıtulo 4 se estudia la convergencia Cesàro α en teoŕıa ergódica para 0 < α ≤ 1.
Dada una transformación τ : X −→ X que conserva la medida y una función medible
f : X −→ R, se definen las medias de Cesàro de orden α asociadas a la sucesión {f(τn(x))}
como

Rα
nf(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kf(τ k(x)), (3)

donde Aαn =
(
n+α
n

)
y Aα0 = 1.

En la primera sección se estudia la función maximal asociada a Rα
nf ,

Mαf(x) = sup
n
Rα
n|f |(x),

y se prueba que es de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

) y de tipo fuerte (∞,∞). Mediante una
interpolación obtenemos que el operador Mα es de tipo fuerte (p, p) para 1

α
< p <∞.

La siguiente sección está dedicada al estudio de la convergencia en casi todo de Rα
nf .

Utilizando que Mα es de tipo fuerte (p, p) robaremos que si f ∈ Lp(µ) con 1
α
< p < ∞,

entonces Rα
nf converge en casi todo punto. Utilizando un argumento de densidad y que

Mα es de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

) podremos probar que Rα
nf converge en casi todo

punto para toda f ∈ L( 1
α
, 1). En la siguiente sección se estudia la convergencia en norma

de las medias Rα
nf y la convergencia en medida.

El caṕıtulo finaliza viendo que el espacio L( 1
α
, 1) es el mayor espacio invariante bajo

reordenamiento para el que se tiene la convergencia en casi todo punto de Rα
nf .

Por último se incluye un apéndice sobre la función maximal de Hardy-Littlewood, en el
que se prueban algunas propiedades de la misma que son necesarias para el estudio de la
función maximal Mf del caṕıtulo 1, esencialmente la desigualdad de tipo débil (1, 1).

Este trabajo de fin de grado termina con la bibliograf́ıa, que incluye los libros, art́ıculos
y tesis que se han usado para elaborarlo, aśı como otros en los que se puede encontrar
información sobre los resultados cuyas demostraciones no se han incluido en este trabajo.
En particular hay que destacar los libros Stein [15], Silva [13] y Petersen [11], que han
sido muy importantes a la hora de elaborar el primer caṕıtulo. Para el segundo caṕıtulo
se ha seguido principalmente el libro de Zygmund [17] y en el tercer caṕıtulo el libro de
Stein y Weiss [14] y la tesina de Kristiansson [9]. Por último, para el cuarto caṕıtulo se
han seguido los trabajos de Broise, Déniel y Derriennic [2] y la tesis de Sarrión [12].



Caṕıtulo 1

Teoremas Ergódicos

Este caṕıtulo está dedicado a probar los teoremas ergódicos clásicos. En la primera sección
se definen las transformaciones que conservan la medida y se prueban algunas propiedades
de recurrencia. La siguiente sección está dedicada a las transformaciones ergódicas, que
serán muy útiles a la hora de dar contraejemplos. El resto del caṕıtulo está dedicado
a probar los teoremas ergódicos clásicos, es decir, estudiar la convergencia en casi todo
punto, en Lp(µ) y en medida de las medias ergódicas. Los resultados principales de este
caṕıtulo son el Teorema de recurrencia de Poincaré, el Teorema de Birkhoff y el Teorema
de Von Neumann. Para elaborar este caṕıtulo se han seguido los libros de Stein [15],
Petersen [11], Silva [13], Dajani [3] y la tesina de Millán [10].

1. Transformaciones que conservan la medida

Definición 1.1. Sean (X,M, µ), (Y,N , ν) dos espacios de medida. Se dice que τ : X −→
Y es una transformación que conserva la medida si es medible y tal que µ(τ−1(E)) =
ν(E), para todo E ∈ N .

Aunque esta definición tiene sentido para dos espacios de medida (X,M, µ), (Y,N , ν),
nosotros estudiaremos el caso X = Y , esto nos permitirá poder iterar τ, τ 2, ..., τn.

Teorema 1.2. Sea (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación que
conserva la medida. Si f : X −→ R es medible, entonces f ◦ τ : X −→ R es medible.
Además, si g : X −→ R es otra función medible tal que f = g en casi todo punto, entonces
f ◦ τ = g ◦ τ en casi todo punto.

Demostración: Observemos que τ−1({x ∈ X : f(x) > λ}) = {x ∈ X : f(τ(x)) > λ}
para todo λ ∈ R, y como τ conserva la medida, entonces µ({x ∈ X : f(x) > λ}) =
µ({x ∈ X : f(τ(x)) > λ}). Luego si f es medible, entonces f ◦ τ es medible. Sean
A = {x ∈ X : f ◦ τ(x) 6= g ◦ τ(x)}, B = {x ∈ X : f(x) 6= g(x)}, entonces A = τ−1(B), y,
como τ conserva la medida tenemos µ(A) = µ(τ−1(B)) = µ(B) = 0, ya que f = g en casi
todo punto. Esto prueba que f = g en casi todo punto. �

Observación 1.3. Observemos que en la demostración anterior solo hemos usado que τ
conserva la medida de los conjuntos de medida cero.

Teorema 1.4. Sea (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación que
conserva la medida. Si f ∈ Lp(µ) con 0 < p ≤ ∞, entonces f ◦ τ ∈ Lp(µ), y se verifica

‖f ◦ τ‖p = ‖f‖p . (1.1)

1



CAPÍTULO 1. TEOREMAS ERGÓDICOS 2

Demostración: Sea M cota esencial de f , entonces µ({x ∈ X : f(τ(x)) > M}) = µ({x ∈
X : f(x) > M}) = 0, luego M también es cota esencial de f ◦ τ . Rećıprocamente, si M
es cota esencial de f ◦ τ , entonces análogamente se prueba que M es cota esencial de f ,
luego ‖f ◦ τ‖∞ = ‖f‖∞. Supongamos ahora 0 < p <∞.

1. Sea χE ∈ Lp(µ). Se tiene χE(τ(x)) = 1 si y sólo si χτ−1(E)(x) = 1, luego χE(τ(x)) =
χτ−1(E)(x). Además,∫

X

χE(τ(x))pdµ(x) =

∫
X

χτ−1(E)(x)dµ(x) = µ(τ−1(E))

=µ(E) =

∫
X

χE(x)pdµ(x) <∞.

2. Sea f =
∑n

i=1 aiχEi ≥ 0 una función simple medible, y f ∈ Lp(µ). Entonces∫
X

(f ◦ τ)pdµ =

∫
X

n∑
i=1

apiχτ−1(Ei)dµ =
n∑
i=1

apiµ(τ−1(Ei))

=
n∑
i=1

apiµ(Ei) =

∫
X

fpdµ <∞.

3. Sea f ≥ 0 medible, entonces existe una sucesión {sn} de funciones simples tales que
0 ≤ sn ↑ f . Entonces sn ◦ τ son medibles y 0 ≤ sn ◦ τ ↑ f ◦ τ . Aplicando dos veces
el teorema de la convergencia monótona obtenemos∫

X

(f ◦ τ)pdµ =

∫
X

ĺım
n→∞

(sn ◦ τ)pdµ = ĺım
n→∞

∫
X

(sn ◦ τ)pdµ

= ĺım
n→∞

∫
X

spndµ =

∫
X

ĺım
n→∞

spndµ =

∫
X

fpdµ,

Luego si f ∈ Lp(µ), entonces f ◦ τ ∈ Lp(µ), y tienen la misma norma p.

4. Para funciones medibles arbitrarias, basta con aplicar lo anterior a f+ y f−. �

Por lo tanto, si definimos T : Lp(µ) −→ Lp(µ), T (f)(x) = f(τ(x)), en el Teorema 1.2
hemos probado que está bien definida y en el Teorema 1.4 que es una isometŕıa, es decir,
‖T (f)‖p = ‖f‖p para toda f ∈ Lp(µ). Además, hemos visto que µ({x ∈ X : f(x) > λ}) =
µ({x ∈ X : f(τ(x)) > λ}) para todo λ ∈ R. Luego f, f ◦ τ, ..., f ◦ τn son equimedibles
(véase Proposición 3.6).

En el siguiente resultado vamos a ver que para probar que una aplicación conserva la
medida, solo tenemos que probar que conserva la medida para una clase de conjuntos que
generen la σ-álgebra, bajo ciertas condiciones.

Proposición 1.5. Sean (X,M, µX), (Y,N , µY ) dos espacios de medida, τ : X −→ Y
una transformación que conserva la medida, y E ⊂ Y tal que M(E) = N . Supongamos
que µY es la única medida ν : N −→ [0,∞] tal que ν(E) = µY (E) para todo E ∈ E.
Entonces, µX(τ−1(E)) = µY (E) para todo E ∈ E si y sólo si µX(τ−1(B)) = µY (B) para
todo B ∈ N .
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Demostración: Supongamos en primer lugar que µX(τ−1(E)) = µY (E) para todo E ∈ E .
Definimos la medida ν : N −→ [0,∞], dada por ν(B) = µX(τ−1(B)). Entonces, para
cada E ∈ E tenemos

ν(E) = µX(τ−1(E)) = µY (E).

Entonces, como µY es la única medida tal que ν(E) = µY (E) para todo E ∈ E , tenemos
que µY (B) = µX(τ−1(B)) para todo B ∈ N . La otra implicación es trivial. �

Proposición 1.6. Sean (X,M, µ) un espacio de medida y (X,M, µ) el espacio de medida
completado. Si τ : (X,M, µ) −→ (X,M, µ) una transformación que conserva la medida,
entonces τ : (X,M, µ) −→ (X,M, µ) es una transformación que conserva la medida.

Demostración: Sea A ∈ M. Entonces A = E ∪ F donde E ∈ M, F ⊂ N ∈ M con
µ(N) = 0, y por definición de la medida completada µ(A) = µ(E). Como τ conserva la
medida en (X,M, µ), entonces τ−1(E), τ−1(N) ∈ M, y µ(τ−1(N)) = µ(N) = 0. Luego,
τ−1(A) = τ−1(E)∪ τ−1(F ) con τ−1(E) ∈M y τ−1(F ) ⊂ τ−1(N) con µ(τ−1(N)) = 0, esto
prueba que τ−1(A) ∈ M, con lo que queda probada la medibilidad de τ : (X,M, µ) −→
(X,M, µ) . Además, µ(τ−1(A)) = µ(τ−1(E)) = µ(E) = µ(A), luego conserva la medida.

�
Por lo tanto, a la hora de probar que una transformación τ : (Rn,LRn ,m) −→ (Rn,LRn ,m)
conserva la medida de Lebesgue, basta con probar que τ : (Rn,BRn ,m) −→ (Rn,BRn ,m)
conserva la medida sobre los borelianos.

Ejemplo 1.7.

1. Sea X = Z, M = P(X) y µ la medida contadora. La aplicación τ : n 7→ n + 1 es
una transformación que conserva la medida.

2. Sea X = Rn y µ la medida de Lebesgue. Sea τ : x 7→ x + h para h ∈ Rn fijado.
Como la medida de Lebesgue es invariante frente a traslaciones entonces τ es una
transformación que conserva la medida.

3. Sea X = (0, 1] y µ la medida de Lebesgue. La aplicación τ : x 7→ 2x mod 1 es
una transformación que conserva la medida. Basta observar que τ−1(a, b] = (a

2
, b
2
] ∪

(a+1
2
, b+1

2
], y por tanto µ(τ−1(a, b]) = b − a = µ((a, b]). Entonces, aplicando las

proposiciones 1.5 y 1.6 obtenemos que τ conserva la medida de Lebesgue.

4. Sea X = S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, y µ la medida de Lebesgue inducida. La aplicación
τ : z 7→ e2πθiz es una transformación que preserva la medida (véase [10]).

Teorema 1.8. (Teorema de recurrencia de Poincaré) Sean (X,M, µ) espacio de
medida finita y τ : X −→ X una transformación que conserva la medida. Sea A ∈ M
con µ(A) > 0, entonces para casi todo x ∈ A, existe n ∈ N tal que τn(x) ∈ A.

Demostración: Sea

B ={x ∈ A : no existe n ∈ N tal que τn(x) ∈ A}

={x ∈ A : τn(x) /∈ A ∀n ∈ N} = A \

(
∞⋃
n=1

τ−n(A)

)
.

Tenemos que probar que B tiene medida cero. Como τ conserva la medida, entonces
τ−n(A) es medible para cada n ∈ N y por tanto B es medible. Consideremos la familia
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{τ−k(B)}∞k=1, que verifica µ(τ−k(B)) = µ(B) para todo k ≥ 1. Veamos que es una familia
disjunta dos a dos, para ello observemos que B∩τ−n(B) = ∅ para todo n ≥ 1, y por tanto
τ−k(B) ∩ τ−(k+n)(B) = ∅ para todos n, k ≥ 1. Entonces, utilizando que es una familia
disjunta dos a dos obtenemos

∞ > µ

(
∞⋃
k=1

τ−k(B)

)
=
∞∑
k=1

µ(τ−k(B)) =
∞∑
k=1

µ(B).

Por tanto, necesariamente µ(B) = 0. �

Teorema 1.9. Sean (X,M, µ) espacio de medida finita y τ : X −→ X una transforma-
ción que conserva la medida. Sea A ∈ M con µ(A) > 0, entonces para casi todo x ∈ A,
existe una sucesión creciente de números naturales {mi} tal que τmi(x) ∈ A para todo
i ≥ 1.

Demostración: Por el teorema anterior, existe un conjunto de medida nula N1 tal que
para todo x ∈ A \N1 existe un natural n = n(x) con τn(x) ∈ A. Sea N =

⋃∞
k=0 τ

−k(N1),
entonces como τ conserva la medida

µ(N) = µ

(
∞⋃
k=0

τ−k(N1)

)
≤

∞∑
k=0

µ(τ−k(N1)) =
∞∑
k=0

µ(N1) = 0.

Para todo k ≥ 0, τ−k(N) ⊂ N , luego N c ⊂ τ−k(N c), y por tanto si x /∈ N entonces
τ k(x) /∈ N . Como A \N ⊂ A \N1 entonces dado x ∈ A \N ⊂ A \N1, existe m1 tal que
τm1(x) ∈ A\N . Aplicando este proceso a z = τm1(x) ∈ A\N , obtenemos que existe n1 tal
que τn1(z) ∈ A\N . Tomemos entonces m2 = m1+n1, y entonces τm2(x) = τn1(z) ∈ A\N .
Continuando este proceso obtenemos la sucesión creciente que buscábamos. �

2. Transformaciones ergódicas

En esta sección vamos a definir las transformaciones ergódicas, para ello primero tendre-
mos que definir los conjuntos invariantes y las funciones invariantes. Seguidamente da-
remos una caracterización de las transformaciones ergódicas, y por último se expondrán
algunos ejemplos. En esta sección seguiremos el libro de Petersen [11].

Definición 1.10. Sean (X,M, µ) un espacio de medida, y τ : X −→ X una transforma-
ción que conserva la medida de los conjuntos de medida nula.

1. Se dice que un conjunto medible A es τ -invariante módulo µ si µ(τ−1(A)4A) = 0.

2. Se dice que una función medible f es τ -invariante módulo µ si f(τ(x)) = f(x) para
casi todo x ∈ X.

Observación 1.11. Observemos que E ∈ M es τ -invariante módulo µ si y solo si χE es
τ -invariante módulo µ.

Definición 1.12. Sea (X,M, µ) un espacio de medida, y τ : X −→ X una transformación
que conserva la medida de los conjuntos de medida nula. Se dice que τ es ergódica si
para cada conjunto A τ -invariante módulo µ se tiene µ(A) = 0 o µ(X \ A) = 0.

Podemos dar la siguiente caracterización de la ergodicidad.
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Proposición 1.13. Sea (X,M, µ) un espacio de medida, y τ : X −→ X una transfor-
mación que conserva la medida de los conjuntos de medida nula. Entonces, τ es ergódica
si y solo si toda función τ -invariante módulo µ es constante en casi todo punto.

Demostración: Supongamos en primer lugar que τ es ergódica. Sea f una función τ -
invariante. Entonces para cada λ > 0, Eλ = {x ∈ X : f(x) > λ} es medible, veamos
que es τ -invariante módulo µ. Como f es τ -invariante módulo µ, entonces si definimos
el conjunto N = {x ∈ X : f(x) = f(τ(x))}, se verifica µ(Ec) = 0. Observemos que
τ−1(Eλ) = {x ∈ X : f(τ(x)) > λ} = {x ∈ N : f(τ(x)) > λ} ∪ {x ∈ N c : f(τ(x)) > λ} ⊂
Eλ∪N c, y por tanto τ−1(Eλ)\Eλ ⊂ N c. Análogamente, tenemos que Eλ ⊂ τ−1(Eλ)∪N c,
luego Eλ\τ−1(Eλ) ⊂ N c. Entonces podemos concluir µ(τ−1(Eλ)4Eλ) = µ((Eλ\τ−1(Eλ))∪
(τ−1(Eλ) \ Eλ)) ≤ µ(Eλ \ τ−1(Eλ)) + µ(τ−1(Eλ) \ Eλ) ≤ µ(N c) + µ(N c) = 0 + 0 = 0,
luego Eλ es τ -invariante módulo µ. Como τ es ergódica, entonces µ(Eλ) = 0 o µ(Ec

λ) = 0.
Si f no fuera constante en casi todo punto, entonces existiŕıa λ > 0 tal que µ(Eλ) > 0 y
µ(Ec

λ) > 0. Por tanto, necesariamente f es constante en casi todo punto.
Supongamos ahora que toda función medible τ -invariante es constante en casi todo punto.
Sea E ∈ M un conjunto τ -invariante, entonces χE es τ -invariante y por tanto χE es
constante en casi todo punto. Luego χE = 0 en casi todo punto o χE = 1 en casi todo
punto, esto es, µ(E) = 0 o µ(Ec) = 0. Luego τ es ergódica. �

Ejemplo 1.14. Consideremos X = Z, M = P(Z), y µ = # la medida contadora. Veamos
que la transformación τ : Z −→ Z, τ(k) = k+1 es ergódica. Como vimos en el Ejemplo 1.7
esta transformación conserva la medida. Como τ es una biyección, entonces A = τ−1(A)
equivale a decir A = τ(A). Supongamos que A un subconjunto de Z τ -invariante módulo
µ, entonces si k ∈ A se tiene k − 1, k + 1 ∈ A. Esto implica que los únicos subconjuntos
τ -invariantes son el vaćıo y el total, y por tanto τ es ergódica.

Sea (X,M, µ) espacio de medida, y τ : X −→ X una transformación que conserva la
medida. Nos gustaŕıa estudiar la convergencia en casi todo punto de {f(τn(x))}∞n=0 para
f ∈ L1(µ), pero como vamos a ver en el siguiente resultado, en general esta sucesión no
es convergente en casi todo punto.

Teorema 1.15. Sea (X,M, µ) espacio de medida con µ(X) < ∞, y τ : X −→ X
ergódica. Entonces para todo A ∈M con µ(A) > 0 se tiene que µ(X \

⋃∞
n=1 τ

−n(A)) = 0.

Demostración: Sea A un conjunto de medida positiva y consideremos A′ =
⋃∞
n=1 τ

−n(A).
Entonces por la definición de A′ tenemos τ−1(A′) ⊂ A′, y además µ(A′) ≥ µ(τ−1(A)) =
µ(A) > 0, luego aplicando el Teorema 1.8 obtenemos que µ(A′ \ τ−1(A′)) = 0. Como τ es
ergódica y A′ es τ -invariante con µ(A′) > 0 entonces necesariamente µ(X \ A′) = 0. �

Hemos probado que si τ es ergódica y A ∈ M con µ(A) > 0, entonces para casi todo
x ∈ X existe un n ∈ N, que solo depende de A y de x tal que τn(x) ∈ A. Luego,
en general, la sucesión {χA(τn(x))}∞n=0 no converge en casi todo punto. Aśı que en este
caṕıtulo vamos a estudiar el comportamiento de las medias aritméticas cuando n → ∞.
Dadas una transformación τ : X −→ X que conserva la medida y una función medible
f : X −→ R definimos la sucesión de medias aritméticas de f como

Anf(x) =
1

n

n−1∑
k=0

f(τ k(x)). (1.2)
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3. Teorema ergódico maximal

La clave para estudiar la convergencia en casi todo punto de las medias (1.2) es estimar
su correspondiente función maximal. Sea (X,M, µ) espacio de medida σ-finito, dada una
transformación τ : X −→ X que conserva la medida y una función medible f : X −→ R
definimos la función maximal asociada a las medias Anf como

Mf(x) = sup
1≤n<∞

An |f | (x) = sup
1≤n<∞

1

n

n−1∑
k=0

∣∣f(τ k(x))
∣∣ . (1.3)

Observemos que para casi todo x ∈ X tenemos

Anf(x) =
1

n

n−1∑
k=0

f(τ k(x)) ≤ 1

n

n−1∑
k=0

‖f‖∞ = ‖f‖∞ ,

y por tanto, tomando supremo en n ∈ N tenemos Mf(x) ≤ ‖f‖∞ para casi todo x ∈ X.
Es decir, hemos obtenido

‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞ . (1.4)

Teorema 1.16. Sea f ∈ L1(µ), entonces la función maximal Mf es finita en casi todo
punto. Además, existe una constante A tal que

µ({x ∈ X :Mf(x) > α}) ≤ A

α
‖f‖1 (1.5)

para todo α > 0.

Demostración: Vamos a dar hacer una demostración por transferencia, es decir, la de-
sigualdad (1.5) es conocida para la función maximal de Hardy-Littlewood (véase A.2), y
la vamos a transferir al caso ergódico.
La función Mf es medible por ser el supremo de una colección numerable de funciones
medibles. Podemos suponer que f es no negativa, ya que en caso contrario la podemos
sustituir por |f |.
En primer lugar lo probaremos para X = Z y τ : n 7→ n + 1. Para cada f : Z −→ R
consideramos su extensión f̃ : R −→ R, f̃(x) = f(n) si n ≤ x < n + 1, con n ∈ Z.

Análogamente, si E ⊂ Z, denotamos por Ẽ al conjunto Ẽ =
⋃
n∈E[n, n + 1). Como

resultado de estas definiciones tenemos m(Ẽ) = #E y
∫
R f̃(x)dm(x) =

∑
n∈Z f(n), luego

||f̃ ||L1(R) = ‖f‖L1(Z), donde m es la medida de Lebesgue en R y # es la medida contadora

en Z. Notemos también que
∑m−1

k=0 f(n + k) =
∫ m
0
f̃(n + t)dt. Luego si x ∈ [n, n + 1)

tenemos

1

m

m−1∑
k=0

f(n+ k) =
1

m

∫ m

0

f̃(x+ t)dt =

(
m+ 1

m

)
1

m+ 1

∫ m

−1
f̃(x+ t)dt.

Tomando supremo para m ≥ 1 y teniendo en cuenta que
(
m+1
m

)
≤ 2:

Mf(n) ≤ 2M(f̃)(x) para x ∈ [n, n+ 1),
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donde M(f̃) es la función maximal de Hardy-Littlewood. Luego #({n/Mf(n) > α}) ≤
m({x ∈ R/M(f̃)(x) > α

2
}). Entonces aplicando (A.2) a M(f̃) tenemos

#({n/Mf(n) > α}) ≤ m({x ∈ R/M(f̃)(x) >
α

2
}) ≤ 2A′

α
||f̃ ||L1(R).

Como A′ = 3 y ||f̃ ||L1(R) = ‖f‖L1(Z), obtenemos

#({n ∈ N :Mf(n) > α}) ≤ 6

α
‖f‖L1(Z) .

Consideremos ahora el caso general, (X,M, µ) espacio de medida. Para cada entero po-
sitivo N , consideramos la función maximal truncada MfN definida como:

MfN(x) = sup
1≤m≤N

1

m

m−1∑
k=0

f(τ k(x)).

Como {MfN(x)} es una sucesión creciente, y ĺımN→∞MfN(x) = Mf(x) para cada x,
es suficiente ver que

µ({x ∈ X :MfN(x) > α}) ≤ A

α
‖f‖L1(X) ,

con A una constante independiente de N , ya que tomando ĺımite cuando N → ∞ obte-
nemos el resultado que buscamos. Probemos ahora el caso general.

Sea f ∈ L1(µ), definamos la función F : X × Z −→ R, F (x, n) =

{
f(τn(x)) si n ≥ 0

0 si n < 0
.

Entonces,

Amf(x) =
1

m

m−1∑
k=0

f(τ k(x)) =
1

m

m−1∑
k=0

F (x, k).

Si evaluamos en τn(x) con n un entero positivo, como τ k(τn(x)) = τn+k(x), se tiene

Amf(τn(x)) =
1

m

m−1∑
k=0

F (x, n+ k).

Tomemos a entero positivo grande y fijemos b = a + N . Escribimos la función truncada,
Fb : X ×Z −→ R, Fb(x, n) = F (x, n) si n < b y 0 en el resto de casos. Entonces tenemos:

Amf(τn(x)) =
1

m

m−1∑
k=0

Fb(x, n+ k) si m < N y n < a.

Luego,
MfN(τn(x)) ≤M(Fb)(x, n) si n < a.

Sea Eα = {x : MfN(x) > α}, entonces como τ es una transformación que preserva la
medida, µ({x : MfN(τn(x)) > α}) = µ(Eα). En el espacio producto X × Z, la medida
producto µ ⊗ # del conjunto {(x, n) ∈ X × Z : MfN(τn(x)) > α, 0 ≤ n < a} es
aµ(Eα). Además, como MfN(τn(x)) ≤ M(Fb)(x, n) si n < a, entonces la medida de
{(x, n) ∈ X × Z :MfN(τn(x)) > α, 0 ≤ n < a} es menor que
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∫
X

#({n ∈ Z :M(Fb)(x, n) > α})dµ(x).

Por lo probado en primer lugar, el integrando es menor o igual que:

A

α
‖Fb(x, n)‖L1(Z) =

A

α

b−1∑
n=0

f(τn(x))

con A = 6. Como estamos integrando sobre X, y usando que

∫
X

f(τn(x))dµ(x) =∫
X

f(x)dµ(x), nos queda:

aµ(Eα) ≤A
α

b−1∑
n=0

∫
X

f(τn(x))dµ(x) =
A

α

b−1∑
n=0

∫
X

f(x)dµ(x)

=
A

α

b−1∑
n=0

‖f‖L1(X) =
A

α
b ‖f‖L1(X) =

A

α
(a+N) ‖f‖L1(X) .

Luego, µ(Eα) ≤ A

α

(
1 +

N

a

)
‖f‖L1(X), y tomando ĺımite cuando a → ∞ obtenemos

µ(x :MfN(x) > α) ≤ A

α
‖f‖L1(X). Ahora haciendo tender N →∞ conseguimos

µ({x ∈ X :Mf(x) > α}) ≤ A

α
‖f‖L1(X) .

�
En el siguiente lema vamos a mejorar la desigualdad (1.5).

Lema 1.17. Sea f ∈ Lp(µ) con 1 < p < ∞, y Mf la función maximal asociada a f .
Entonces

µ({x ∈ X :Mf(x) > λ}) ≤ C

λ

∫
{x∈X:|f(x)|>λ

2
}
|f(x)|dµ(x) (1.6)

para todo λ > 0.

Demostración: Para cada λ ≥ 0 definimos las siguientes funciones

fλ(x) =

{
f(x) si |f(x)| > λ

2

0 si |f(x)| ≤ λ
2

, fλ(x) =

{
0 si |f(x)| > λ

2

f(x) si |f(x)| ≤ λ
2

.

La medibilidad de fλ y fλ es consecuencia de que f es una función medible. Observemos
que f = fλ+fλ y ‖fλ‖∞ ≤

λ
2

para cada λ ≥ 0. Sea Eλ = {x ∈ X :Mf(x) > λ}, entonces
para cada x ∈ Eλ,

λ <Mf(x) =M(fλ + fλ)(x) ≤M(fλ)(x) +M(fλ)(x)

≤M(fλ)(x) + ‖M(fλ)‖∞ ≤M(fλ)(x) + ‖fλ‖∞

≤M(fλ)(x) +
λ

2
,
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y por tanto, M(fλ)(x) > λ
2
. Hemos obtenido aśı la siguiente contención, Eλ ⊂ {x ∈ X :

M(fλ)(x) > λ
2
}, y usando la desigualdad (1.5) obtenemos

µ(Eλ) ≤µ({x ∈ X :M(fλ)(x) >
λ

2
}) ≤ 2A

λ

∫
X

|fλ(x)|dµ(x)

=
2A

λ

∫
{x∈X:|f(x)|>λ

2
}
|f(x)|dµ(x),

consiguiendo aśı la desigualdad con C = 2A. �

Teorema 1.18. Sea f ∈ Lp(µ) con 1 < p <∞, y Mf la función maximal asociada a f .
Entonces

‖Mf‖p ≤ Cp ‖f‖p , (1.7)

donde Cp > 0 solo depende de p.

Demostración: Para probar esta desigualdad vamos a usar la siguiente igualdad para la
norma p, que se ha probado en la asignatura de Análisis Real. Para toda función medible
f se tiene ∫

X

|f |pdµ = p

∫ ∞
0

λp−1µ({x ∈ X : |f(x)| > λ})dλ. (1.8)

La vamos a aplicar a la función maximal Mf . Aplicando el Lema 1.17 y el Teorema de
Tonelli obtenemos∫

X

|Mf(x)|pdµ(x) =p

∫ ∞
0

λp−1µ({x ∈ X :Mf(x) > λ})dλ

≤Cp
∫ ∞
0

λp−1

(
1

λ

∫
{x∈X:|f(x)|>λ

2
}
|f(x)|dµ(x)

)
dλ

=Cp

∫
X

|f(x)|
(∫ ∞

0

λp−2χ{x∈X:|f(x)|>λ
2
}(x)dλ

)
dµ(x)

=Cp

∫
X

|f(x)|

(∫ 2|f(x)|

0

λp−2dλ

)
dµ(x)

=Cp

∫
X

|f(x)|
[
λp−1

p− 1

]2|f(x)|
0

dµ(x) =
2p−1Cp

p− 1

∫
X

|f(x)|pdµ(x).

Hemos obtenido aśı (1.7) con Cp =
(

2p−1Cp
p−1

) 1
p
. �

Como consecuencia tenemos la siguiente desigualdad, que generaliza a (1.5).

Corolario 1.19. Sea f ∈ Lp(µ) con 1 ≤ p <∞, entonces para todo λ > 0 tenemos

µ({x ∈ X :Mf(x) > λ}) ≤ C

λp
‖f‖pp . (1.9)

Demostración: Para p = 1 es la desigualdad (1.5). Supongamos 1 < p < ∞, entonces
aplicando el Teorema 1.18 obtenemos

µ({x ∈ X :Mf(x) > λ}) =

∫
{x∈X:M(x)>λ}

1dµ(x) <

∫
{x∈X:M(x)>λ}

Mf(x)p

λp
dµ(x)

≤ 1

λp
‖Mf‖pp ≤

Cp
p

λp
‖f‖pp

para cada λ > 0. �
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4. Teorema individual ergódico

En esta sección vamos a probar que si f ∈ Lp(µ) para 1 ≤ p < ∞, entonces Anf(x)
converge para casi todo x ∈ X. Para ello primero lo probaremos para f ∈ L2(µ) y con
un argumento de densidad lo extenderemos a Lp(µ). En primer lugar necesitaremos una
descomposición adecuada de L2(µ). El motivo de considerar L2(µ) es que (L2(µ), 〈·, ·〉) es

un espacio de Hilbert, donde 〈f, g〉 =

∫
X

f(x)g(x)dµ(x).

4.1. Descomposición de L2(µ)

Proposición 1.20. Sea τ : X −→ X una transformación que conserva la medida. Consi-
deremos la isometŕıa T : L2(µ) −→ L2(µ), T (f)(x) = f(τ(x)). Si definimos los conjuntos

A = {f ∈ L2(µ) : T (f) = f}, B = {f − T (f) : f ∈ L2(µ)}.

Entonces el complemento ortogonal de A es B.

Demostración: Sean f ∈ A y g − T (g) ∈ B, entonces

〈f, g − T (g)〉 = 〈f, g〉 − 〈f, T (g)〉 = 〈f, g〉 − 〈T (f), T (g)〉 = 〈f, g〉 − 〈f, g〉 = 0.

Sea h ∈ B, entonces existe una sucesión {hk} ⊂ B tal que converge a h en norma 2. Por
tanto

〈f, h〉 =
〈
f, ĺım

k→∞
hk

〉
= ĺım

k→∞
〈f, hk〉 = 0.

Por tanto, A ⊂ B
⊥

. Veamos la otra inclusión, sea f ∈ B⊥. Entonces para toda g ∈ L2(µ)
tenemos que 〈f, g − T (g)〉 = 〈f, g〉 − 〈f, T (g)〉 = 0. Luego,

〈f, g〉 = 〈f, T (g)〉 = 〈T ∗(f), g〉 ,

donde T ∗ es la adjunta de T . Es decir, 〈f − T ∗(f), g〉 = 0 para toda g ∈ L2(µ), y por
tanto f = T ∗(f) en casi todo punto. Entonces, 〈f − T ∗(f), f〉 = 〈f, f〉 − 〈T ∗(f), f〉 = 0,
y por tanto

‖f‖22 = 〈f, f〉 = 〈T ∗(f), f〉 = 〈f, T (f)〉 .

Como T es una isometŕıa, entonces ‖Tf‖2 = ‖f‖2, y hemos obtenido que se da la igualdad
en la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por tanto T (f) = λf en casi todo punto, para
λ ∈ R. Además, como 〈f, T (f)〉 = ‖f‖22, obtenemos λ = 1 y por tanto f es invariante, lo

que prueba B
⊥ ⊂ A. �

Como consecuencia obtenemos la siguiente descomposición de L2(µ).

Corolario 1.21. L2(µ) = A
⊕

B = A
⊕

B.

Demostración: La primera igualdad es consecuencia de la proposición anterior. Probemos
A
⊕

B = A
⊕

B. Sea f ∈ A
⊕

B, entonces existen F ∈ A y G ∈ B tales que f = F +G.
Entonces para todo ε > 0 existen g ∈ B y h ∈ L2(µ) tales que G = g+ h y ‖h‖2 < ε. Por
lo tanto podemos escribir f = (F + g) + h, donde F + g ∈ A

⊕
B y ‖h‖2 < ε, es decir

f ∈ A
⊕

B. La otra inclusión se prueba análogamente. �
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4.2. Teorema individual ergódico en L2(µ)

Teorema 1.22. Sean (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación
que conserva la medida. Sea f ∈ L2(µ), entonces para casi todo x ∈ X las medias Anf(x)
tienen ĺımite cuando n→∞.

Demostración: En vista de la descomposición de L2(µ) del Corolario 1.21, en primer lugar
estudiaremos la convergencia en casi todo punto de funciones de A

⊕
B. Sea f ∈ A,

entonces

Anf(x) =
1

n

n−1∑
k=0

f(τ k(x)) =
1

n

n−1∑
k=0

f(x) = f(x),

que converge a f(x) para todo x ∈ X.
Sea g ∈ B. Veamos que Ang converge a 0 en casi todo punto. Como g ∈ B, entonces
existe f ∈ L2(µ) tal que g = f − T (f). Tenemos entonces

Ang(x) = Anf(x)− An(T (f(x))) =
f(x)

n
− f(τn(x))

n
.

El primer término converge trivialmente a 0 para todo x ∈ X. Para probar que el segundo
término tiende a 0 en casi todo punto, observemos que∫

X

∞∑
n=1

1

n2
f(τn(x))2dµ(x) =

∞∑
n=1

1

n2
‖T nf‖22 = ‖f‖22

∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Por tanto
∑∞

n=1
1
n2f(τn(x))2 <∞ en casi todo x ∈ X, y esto implica que ĺım

n→∞
f(τn(x))

n
= 0

para casi todo x ∈ X. Hemos probado aśı que Ang −→ 0 en casi todo punto.
Seanf ∈ L2(µ) y ε > 0, entonces como A

⊕
B es denso en L2(µ), existen F ∈ A

⊕
B y

H ∈ L2(µ) tales que f = F +H y ‖H‖2 < ε
1
2 .

Para probar la convergencia en casi todo punto de {Anf(x)}, probemos que es de Cauchy
para casi todo x ∈ X. Definamos el conjunto

Eα = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
m,n≥N

|Anf(x)− Amf(x)| > α},

y probemos que µ(Eα) = 0 para todo α > 0. Observemos que

Anf − Amf = (An(F )− Am(F )) + (An(H)− Am(H))

y como hemos visto An(F ) converge en X \ N , con N un conjunto de medida nula. Se
sigue entonces que

Eα ⊂ E ′α = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
m,n≥N

|An(H)(x)− Am(H)(x)| > α} ∪N.

Entonces aplicando el Corolario 1.19 para p = 2 se tiene,

µ(Eα) ≤µ(E ′α) ≤ µ({x ∈ X : 2 sup
n
|An(H)(x)| > α})

≤2A

α2
‖H‖22 ≤

2A

α2
ε.

Como ε > 0 es arbitrario, entonces necesariamente µ(Eα) = 0. Hemos probado que
{Anf(x)} es una sucesión de Cauchy en casi todo x ∈ X, entonces como R es completo
tenemos que es convergente en casi todo punto. �
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4.3. Teorema individual ergódico en Lp(µ)

Teorema 1.23. Sean (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación
que conserva la medida. Sea f ∈ Lp(µ) con 1 ≤ p < ∞, entonces para casi todo x ∈ X
las medias Anf(x) tienen ĺımite cuando n→∞.

Demostración: Sean f ∈ Lp(µ) y ε > 0. Entonces, como L2(µ)∩Lp(µ) es denso en Lp(µ),

existe F ∈ L2(µ) ∩ Lp(µ) tal que ‖f − F‖p ≤ ε
1
p . Si definimos H = f − F , entonces

tenemos la siguiente descomposición, f = F +H con F ∈ L2(µ) ∩ Lp(µ) y ‖H‖p ≤ ε
1
p .

Para probar la convergencia en casi todo punto de {Anf(x)}, probemos que es de Cauchy
para casi todo x ∈ X. Definamos el conjunto

Eα = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
m,n≥N

|Anf(x)− Amf(x)| > α},

y probemos que µ(Eα) = 0 para todo α > 0. Observemos que

Anf − Amf = (AnF − AmF ) + (AnH − AmH)

y por el Teorema 1.22 tenemos que AnF converge en X \N , con N un conjunto de medida
nula, se sigue entonces que

Eα ⊂ E ′α = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
m,n≥N

|An(H)(x)− Am(H)(x)| > α} ∪N.

Entonces aplicando el Corolario 1.19 obtenemos,

µ(Eα) ≤µ(E ′α) ≤ µ({x ∈ X : 2 sup
n
|An(H)(x)| > α})

≤2A

αp
‖H‖pp ≤

2A

αp
ε.

Como ε > 0 es arbitrario, entonces necesariamente µ(Eα) = 0. Hemos probado que
{Amf(x)} es una sucesión de Cauchy en casi todo x ∈ X, entonces como R es completo
tenemos que es convergente en casi todo punto. �

El caso p = 1 del Teorema 1.23 es muy importante, es el llamado Teorema de Birkhoff.
Ahora que hemos probado la existencia del ĺımite de Anf en casi todo punto para toda
f ∈ Lp(µ), vamos a obtener algunas propiedades del ĺımite.

Teorema 1.24. Sea (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación que
conserva la medida. Sea f ∈ Lp(µ) con 1 ≤ p <∞. Si denotamos por f ∗ al ĺımite de las
medias Anf(x) = 1

n

∑n−1
k=0 f(τ k(x)), entonces tenemos

1. f ∗ es τ -invariante módulo µ, es decir, f ∗(τ(x)) = f ∗(x) para casi todo x ∈ X.

2. Si p = 1, entonces ∫
X

|f ∗(x)| dµ(x) ≤
∫
X

|f(x)| dµ(x),

es decir, f ∗ ∈ L1(µ). Además, si µ(X) <∞, entonces se da la igualdad∫
X

f ∗(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x). (1.10)
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Demostración: Sea f ∈ Lp(µ) con 1 ≤ p <∞, y f ∗ el ĺımite de Anf . Para probar que f
es τ -invariante vamos a usar la siguiente relación entre An+1f y Anf ,

An+1f(x) =
1

n+ 1
f(x) +

n

n+ 1
Anf.

Usando esta relación y la definición de f ∗ obtenemos

f ∗(τ(x)) = ĺım
n→∞

Anf(τ(x)) = ĺım
n→∞

(
An+1f(x)− 1

n+ 1
f(x)

)
n+ 1

n

= ĺım
n→∞

An+1f(x) = ĺım
n→∞

Anf(x) = f ∗(x)

en casi todo x ∈ X.
Supongamos ahora p = 1, entonces para cada n se verifica∫

X

|Anf(x)| dµ(x) ≤ 1

n

n−1∑
k=0

∫
X

∣∣f(τ k(x))
∣∣ dµ(x) =

∫
X

|f(x)| dµ(x)

y como Anf −→ f ∗ en casi todo punto, entonces usando el Lema de Fatou tenemos

∫
X

|f ∗(x)| dµ(x) ≤ ĺım inf
m→∞

∫
X

|Anf(x)| dµ(x) ≤ ĺım inf
m→∞

∫
X

|f(x)| dµ(x) =

∫
X

|f(x)| dµ(x).

Supongamos por último que µ(X) < ∞, probemos la igualdad primero para funciones
acotadas. Sea g acotada, entonces como el espacio de medida es finito g ∈ L1(µ). Entonces
existe M > 0 tal que |g(x)| ≤ M para todo x ∈ X. Observemos que podemos aplicar
el Teorema de la convergencia dominada a Ang, ya que |Ang(x)| ≤ M ∈ L1(µ), y las
constantes son integrables en espacios de medida finita. Además, por lo probado en el
apartado 1, existe g∗ ∈ L1(µ) τ -invariante módulo µ tal que Ang −→ g∗ en casi todo
punto. Entonces,∫

X

g∗(x)dµ(x) =

∫
X

(
ĺım
n→∞

Ang(x)
)
dµ(x) = ĺım

n→∞

∫
X

Ang(x)dµ(x) =

∫
X

g(x)dµ(x).

Sean f ∈ L1(µ) y ε > 0. Como las funciones acotadas son densas en L1(µ), entonces
existe g ∈ L1(µ) acotada tal que ‖f − g‖1 <

ε
2
. Por lo probado en el apartado 1 existe

f ∗ ∈ L1(µ) tal que Anf −→ f ∗ en casi todo punto, por tanto∣∣∣∣∫
X

fdµ−
∫
X

f ∗dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
X

fdµ−
∫
X

gdµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
X

gdµ−
∫
X

f ∗dµ

∣∣∣∣
≤
∫
X

|f − g|dµ+

∣∣∣∣∫
X

gdµ−
∫
X

g∗dµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
X

g∗dµ−
∫
X

f ∗dµ

∣∣∣∣
≤‖f − g‖1 + 0 +

∣∣∣∣∫
X

(f ∗ − g∗)dµ
∣∣∣∣

≤‖f − g‖1 + ‖f − g‖1 <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Como ε > 0 es arbitrario, entonces se da la igualdad

∫
X

f ∗(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x). �
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4.4. Identificación del ĺımite

En el siguiente resultado vamos a ver que si τ es ergódica podemos calcular expĺıcitamente
el ĺımite de las medias Anf .

Teorema 1.25. Sean (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación
ergódica que conserva la medida. Si f ∈ L1(µ), entonces se verifica

1. Si 0 < µ(X) <∞, ĺım
n→∞

Anf(x) =
1

µ(X)

∫
X

f(x)dµ(x) en casi todo x ∈ X.

2. Si µ(X) =∞, ĺım
n→∞

Anf(x) = 0 para casi todo x ∈ X.

Observación 1.26. El caso µ(X) = 0 no se está considerando, ya que carece de interés.

Demostración:

1. Por el Teorema 1.24 tenemos que Anf converge en casi todo punto a una función
f ∗ τ -invariante. Como τ es ergodica, entonces aplicando la Proposición 1.13 obte-
nemos que f ∗ es igual a una contante A en casi todo punto. Además, como estamos
suponiendo µ(X) <∞, entonces por (1.10) tenemos que∫

X

f(x)dµ(x) =

∫
X

f ∗(x)dµ(x) = Aµ(X).

Por tanto,

f ∗(x) = A =
1

µ(X)

∫
X

f(x)dµ(x)

para casi todo x ∈ X.

2. Si µ(X) = ∞, entonces necesariamente f ∗ debe ser la función nula en casi todo
punto, ya que es la única constante integrable. �

Vamos a probar que, si µ(X) < ∞ y f /∈ L1(µ) entonces en general no se tiene la
convergencia en casi todo punto de las medias Anf .

Teorema 1.27. Sea (X,M, µ) espacio de medida, con µ(X) < ∞, y τ : X −→ X una
transformación ergódica que conserva la medida. Si f /∈ L1(µ) es no negativa, entonces

ĺım
n→∞

Anf(x) =∞

para casi todo x ∈ X.

Demostración: Sea {sk} una sucesión de funciones simples integrables tal que 0 ≤ sk ↑ f .
Entonces se tiene,

ĺım inf
n→∞

Ansk(x) ≤ ĺım inf
n→∞

Anf(x).

Por otra parte, como sk ∈ L1(µ) para cada k, tenemos

1

µ(X)

∫
X

sk(x)dµ(x) = ĺım
n→∞

Ansk(x) = ĺım inf
n→∞

Ansk(x) ≤ ĺım inf
n→∞

Anf(x)

para casi todo x ∈ X. Tomando ĺımite cuando k →∞ obtenemos

1

µ(X)

∫
X

f(x)dµ(x) ≤ ĺım inf
n→∞

Anf(x).

para casi todo x ∈ X. Y como

∫
X

f(x)dµ(x) = ∞, entonces ĺım
n→∞

Anf(x) = ∞ en casi

todo punto. �
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5. Teorema ergódico en media

En esta sección vamos a estudiar la convergencia en Lp(µ) de Anf para 1 ≤ p < ∞.
En primer lugar trataremos el caso p = 1, para el que solo será cierto el resultado para
espacios de medida finita.

Teorema 1.28. Sean (X,M, µ) espacio de medida con µ(X) < ∞ y τ : X −→ X una
transformación que conserva la medida. Si f ∈ L1(µ) entonces Anf(x) = 1

n

∑n−1
k=0 f(τ k(x))

converge en L1(µ).

Demostración: Supongamos en primer lugar que f ∈ L1(µ) es acotada, es decir, existe
M > 0 tal que |f(x)| ≤ M para todo x ∈ X. Entonces por el Teorema 1.23 existe
f ∗ ∈ L1(µ) tal que Anf −→ f ∗ en casi todo punto. Para ver que ĺım

n→∞
‖Anf − f ∗‖1 = 0,

basta aplicar el Teorema de la convergencia dominada

|Anf | =

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

f(τ k(x))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
k=0

M = M ∈ L1(µ)

ya que las constantes son integrables por ser X de medida finita. Por lo tanto aplicando
el Teorema de la convergencia dominada tenemos que Anf −→ f ∗ en L1(µ).
Sea f ∈ L1(µ) y ε > 0. Como las funciones acotadas son densas en L1(µ), existe g ∈ L1(µ)
acotada tal que ‖f − g‖1 < ε

3
. Como g ∈ L1(µ), entonces existe g∗ ∈ L1(µ) tal que

Ang −→ g∗ en casi todo punto. Además, como g es acotada por lo probado anteriormente
existe n0 ∈ N tal que ‖Ang − g∗‖1 <

ε
3

para n ≥ n0. Sea n ≥ n0, entonces

‖Anf − f ∗‖1 ≤‖Anf − Ang‖1 + ‖Ang − g∗‖1 + ‖g∗ − f ∗‖1
≤‖An(f − g)‖1 + ‖Ang − g∗‖1 + ‖(f − g)∗‖1
≤‖f − g‖1 + ‖Ang − g∗‖1 + ‖f − g‖1
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

�

Observación 1.29. El resultado anterior es falso para espacios de medida infinita, como
vamos a ver con el siguiente ejemplo. Sea (Z,P(Z),#), donde # es la medida contadora.
Definamos la transformación τ : Z −→ Z, τ(k) = k + 1, que como sabemos conserva la
medida. Entonces por el Teorema 1.23, para cada f ∈ L1(#) existe f ∗ ∈ L1(#) tal que
Anf −→ f ∗ en casi todo punto. Supongamos que el Teorema 1.28 es cierto para espacios
de medida infinita, entonces

ĺım
n→∞

‖Anf − f ∗‖1 = 0.

Como τ es ergódica y el espacio es de medida infinita, entonces por el Teorema 1.25
tenemos que f ∗ = 0 en casi todo punto. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

∫
Z

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

f(τ k(x))

∣∣∣∣∣ d# = 0.

Si suponemos f ≥ 0, entonces

0 = ĺım
n→∞

∫
Z

1

n

n−1∑
k=0

f(τ k(x))d# = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

∫
Z
f(τ k(x))d# =

∫
Z
fd#.
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Entonces necesariamente f es la función nula en casi todo punto. Hemos probado aśı que
la única función no negativa para la que se cumple el Teorema 1.28 es la función nula en
casi todo punto.

Aplicando la desigualdad del Teorema 1.18 podremos probar que Anf convergen en Lp(µ)
para toda f ∈ Lp(µ).

Teorema 1.30. (Teorema de Von Neumann) Sean (X,M, µ) espacio de medida y
τ : X −→ X una transformación que conserva la medida. Si f ∈ Lp(µ) con 1 < p < ∞,
entonces Anf(x) = 1

n

∑n−1
k=0 f(τ k(x)) converge en Lp(µ).

Demostración: Sea f ∈ Lp(µ) con 1 < p <∞, entonces aplicando el Teorema 1.23 obtene-
mos que existe f ∗ tal que Anf −→ f ∗ en casi todo punto. Veamos que ĺım

n→∞
‖Anf − f ∗‖p =

0. Observemos que |Anf(x)| ≤ Mf(x) para todo x ∈ X, y aplicando el Teorema 1.18 te-
nemos que ‖Mf‖p ≤ Cp ‖f‖p <∞. Por tantoMf ∈ Lp(µ) y podemos aplicar el Teorema
de la convergencia dominada en Lp(µ), lo que concluye la prueba. �

Como consecuencia inmediata obtenemos la convergencia en medida de las medias Anf
para toda f ∈ Lp(µ), ya que la convergencia en Lp(µ) implica la convergencia en medida.

Corolario 1.31. Sean (X,M, µ) espacio de medida y τ : X −→ X una transformación
que conserva la medida. Si f ∈ Lp(µ) con 1 < p <∞, entonces Anf(x) = 1

n

∑n−1
k=0 f(τ k(x))

converge en medida.



Caṕıtulo 2

Convergencia Cesàro α

El propósito de este segundo caṕıtulo es introducir la convergencia Cesàro α, que será
el objeto de estudio en el Caṕıtulo 4 en el ámbito de la Teoŕıa Ergódica. En la primera
sección se introduce el concepto de método de convergencia regular y se prueban algunas
de sus propiedades básicas. En la siguiente sección se generaliza la convergencia Cesàro
de sucesiones, y se define un método regular, denotado por (C, α), para cada α ∈ R \Z−.
También probamos algunas condiciones necesarias para la convergencia (C, α). Seguida-
mente se estudia la relación de la convergencia Cesàro α con la teoŕıa de series divergentes.
En la última sección se define la sumabilidad Abel y se prueba una relación con la su-
mabilidad (C, α). Por último se exponen sin prueba algunos teoremas tauberianos. Para
elaborar este caṕıtulo se han seguido los libros de Zygmund [17], Hardy [7] y Duren [4].

1. Métodos de convergencia

Es conocido el concepto de convergencia de sucesiones, y, como sabemos, existen sucesiones
que no convergen. Vamos a definir procesos de convergencia más generales que permiten
asociarles un ĺımite a estas sucesiones, de manera que las sucesiones convergentes en el
sentido usual sigan teniendo el mismo ĺımite con estos nuevos procesos.

Sean M = (aij)(i,j)∈N×N una matriz infinita y {sn} una sucesión numérica. Entonces a esta
sucesión le asociamos una nueva sucesión {σn} dada por

σn =
∞∑
k=0

anksk

para cada n = 0, 1, ..., suponiendo que para cada cada n dicha serie converge. Esta matriz
define un método de convergencia, en el sentido de la siguiente definición.

Definición 2.1. Si la sucesión {σn} tiene ĺımite s, entonces decimos que la sucesión {sn}
es convergente M con ĺımite s.

Definición 2.2. Supongamos que los números

Nn =
∞∑
k=0

|ank| y An =
∞∑
k=0

ank

existen y son finitos para todo n. La matriz M se dice que es regular, o que el método
de convergencia que define M es regular, si se satisfacen las siguientes condiciones:

17
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1. ĺım
n→∞

ank = 0 para todo k = 0, 1, 2...

2. La sucesión {Nn} es acotada.

3. ĺım
n→∞

An = 1.

Si todos los ank son no negativos se dice que M es una matriz regular positiva.

Observación 2.3. Observemos que si los Nn son finitos, entonces los An son finitos.
Además, si la matriz M es positiva, entonces la condición 2 es consecuencia de 3, ya
que An = Nn.

Teorema 2.4. Sea M una matriz regular, y {sn} una sucesión, supongamos que existe s
finito tal que sn −→ s, entonces σn −→ s.

Demostración: Podemos escribir sk = s+ ηk, con ηk −→ 0. Entonces tenemos la siguiente
descomposición σn = σ′n + σ′′n, donde σ′n = sAn y σ′′n =

∑∞
k=0 ηkank. Como M es matriz

regular entonces An −→ 1, luego σ′n −→ s. Veamos ahora que σ′′n −→ 0. Sea N una cota
superior de {Nn}, y ε > 0. Como ηk −→ 0, entonces existe k0 ∈ N tal que si k > k0
entonces |ηk| < ε

2N
. Por tanto

|σ′′n| ≤
k0∑
k=0

|ηk||ank|+
∞∑

k=k0+1

|ηk||ank| ≤
k0∑
k=0

|ηk||ank|+
ε

2N

∞∑
k=k0+1

|ank|.

El primer sumando tiende a 0 cuando n→∞ por la propiedad 1 de las matrices regulares,
por lo tanto existe n0 ∈ N tal que si n > n0, entonces

∑k0
k=0 |ηk||ank| <

ε
2
. El segundo

sumando verifica ε
2N

∑∞
k=k0+1 |ank| ≤

ε
2N
N = ε

2
. Por lo tanto si n > n0 tenemos |σ′′n| < ε,

es decir, σ′′n −→ 0. Con esto queda probado que σn −→ s. �

Observación 2.5. Si s = 0 entonces no hace falta suponer 3 para obtener el resultado, ya
que entonces σn = σ′′n, y la condición 3 unicamente ha sido necesaria para la convergencia
de σ′n.

Teorema 2.6. Sea M una matriz regular positiva, entonces

ĺım inf
n→∞

sn ≤ ĺım inf
n→∞

σn ≤ ĺım sup
n→∞

σn ≤ ĺım sup
n→∞

sn (2.1)

para cualquier sucesión {sn} para la cual {σn} esté definida. En particular, si M es
positiva el Teorema 2.4 es cierto para s = +∞ y s = −∞.

Demostración: Sean ĺım infn→∞ sn = s, ĺım supn→∞ sn = s. Probemos que ĺım supσn ≤ s.
Si s = +∞, entonces la desigualdad es evidente, supongamos pues s < +∞. Sea α > s.
entonces existe k0 ∈ N tal que si k > k0 entonces sk < α, aplicando la propiedad 1 de
matrices regulares tenemos

σn ≤ o(1) + α(an,k0+1 + an,k0+2 + ...) = o(1) + α(An + o(1)).

Ahora teniendo en cuenta que M es matriz regular y por tanto ĺımn→∞An = 1, tenemos
que ĺım supσn ≤ α, y como esto es válido para todo α > s, entonces ĺım supσn ≤ s. La
desigualdad s ≤ ĺım inf σn se prueba análogamente. �
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2. Convergencia Cesàro generalizada

Dada una sucesión {sn}, se dice que es convergente en el sentido de Cesàro si existe el
ĺımite de las medias aritméticas, esto es, ĺımn→∞

s1+s2+...+sn
n

. Este método es un método de
convergencia regular, ya que la matriz es A = (ank) con ank = 1

n
, donde k ≤ n y ank = 0

en otro caso. Esta matriz es positiva y verifica trivialmente las propiedades de matriz
regular. En esta sección generalizaremos la convergencia Cesàro y daremos un proceso de
convergencia para cada α ∈ R \ Z−.

Teorema 2.7. Sean {pn}∞n=0, y {qn}∞n=0 dos sucesiones y sean

Pn =
n∑
k=0

pk, Qn =
n∑
k=0

qk

donde qn > 0 para todo n, y además Qn −→ ∞. Bajo estas condiciones, si pn
qn
−→ s,

entonces Pn
Qn
−→ s.

Demostración: Sean sn =
pn
qn

y σn =
Pn
Qn

. Entonces,

σn =
p0 + p1 + ...+ pn

Qn

=
s0q0 + s1q1 + ...+ snqn

Qn

=
n∑
k=0

qk
Qn

sk.

Entonces los σn son las medias lineales asociadas a {sk}, veamos que la matriz asociada es
regular. Es una matriz positiva, pues qk > 0 para todo n. Además, como ĺımn→∞Qn =∞,
entonces ĺımn→∞

qi
Qn

= 0 para cada i. Por último para cada n ∈ N,
∑n

i=0
qi
Qn

= Qn
Qn

= 1,

luego ĺımn→∞
q0+...+qn

Qn
= 1. Por tanto, aplicando el Teorema 2.6 obtenemos que s ≤ σ ≤

σ ≤ s, luego σ = σ = s, y por tanto hemos probado que σn = Pn
Qn
−→ s. �

Observación 2.8. Observemos que si tomamos qk = 1 para todo k, obtenemos el conocido
resultado para la convergencia Cesàro, si sn −→ s, entonces s0+...+sn

n+1
−→ s, es decir, que

la convergencia ordinaria implica la convergencia en el sentido Cesàro. Esto justifica la
siguiente definición.

Definición 2.9. Dada una sucesión {sn}∞k=0, definimos para cada k = 0, 1, 2... la sucesión
{Skn} dada por:

S0
n = sn, Skn = Sk−10 + Sk−11 + ...+ Sk−1n (k ≥ 1).

Análogamente, para cada k = 0, 1, 2... definimos la sucesión {Akn} dada por:

A0
n = 1, Akn = Ak−10 + Ak−11 + ...+ Ak−1n (k ≥ 1).

Decimos que la sucesión {sn} es convergente por la k-ésima media aritmética de
Cesàro, o simplemente convergente (C, k) al ĺımite s, si se verifica

ĺım
n→∞

Skn
Akn

= s.

Observemos que la convergencia (C, 0) es la convergencia ordinaria de sucesiones. Si en el
Teorema 2.7 tomamos pn = Skn y qn = Akn obtenemos el siguiente resultado.
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Corolario 2.10. La convergencia (C, k) de una sucesión implica convergencia (C, k + 1)
al mismo ĺımite.

Para calcular los valores numéricos de Akn usaremos el siguiente resultado sobre series de
potencias.

Teorema 2.11. Sea {an} una sucesión, y An = a0 + ... + an para todo n. Entonces si
|x| < 1, se verifica

∞∑
n=0

anx
n = (1− x)

∞∑
n=0

Anx
n

suponiendo que una de las series converge.

Demostración: Supongamos primero que la serie
∑∞

n=0Anx
n converge, entonces

(1− x)
∞∑
n=0

Anx
n =

∞∑
n=0

Anx
n −

∞∑
n=0

Anx
n+1 = A0 +

∞∑
n=1

(An − An−1)xn

=a0 +
∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n.

Análogamente, si |x| < 1, y
∑∞

n=0 anx
n converge, entonces

1

1− x

∞∑
n=0

anx
n =

(
∞∑
k=0

xk

)(
∞∑
n=0

anx
n

)
=
∞∑
n=0

(a0 + ...+ an)xn =
∞∑
n=0

Anx
n.

�
Aplicando este resultado a Akn y Skn obtenemos,

∞∑
n=0

Aknx
n =

1

1− x

∞∑
n=0

Ak−1n xn =
1

(1− x)2

∞∑
n=0

Ak−2n xn = · · · = 1

(1− x)k+1
,

∞∑
n=0

Sknx
n =

1

1− x

∞∑
n=0

Sk−1n xn =
1

(1− x)2

∞∑
n=0

Sk−2n xn = · · · = 1

(1− x)k

∞∑
n=0

S0
nx

n.

Esto nos permite ampliar nuestra definición, ya que los términos
1

(1− x)k
,

1

(1− x)k+1

tienen sentido para todo k ∈ R, y por tanto podemos definir los Akn y Skn como los
coeficientes del desarrollo en serie de potencias de esa función.

Definición 2.12. Sean α ∈ R \ Z− y {sn}∞n=0 una sucesión. Se dice que la sucesión {sn}
es convergente (C, α) con ĺımite s, si

σαn =
Sαn
Aαn
−→ s

cuando n→∞, donde Sαn y Aαn vienen dados por las expresiones
∞∑
n=0

Aαnx
n =

1

(1− x)α+1

∞∑
n=0

Sαnx
n =

1

(1− x)α

∞∑
n=0

snx
n

. (2.2)
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Se denota (C, α) ĺım
n→∞

sn = s. Los números Sαn y σαn se llaman respectivamente sumas de

Cesàro y medias de Cesàro de orden α de la sucesión {sk}. Los Aαn son llamados
números de Cesàro de orden α.

Observación 2.13. Debemos interpretar la segunda igualdad de (2.2) formalmente, es
decir, siempre que la suma de la derecha tenga sentido se definen los coeficientes Sαn como
el desarrollo en serie de potencias de la función de la derecha. Sin embargo, como veremos
a continuación, la definición de los Sαn solo depende se los coeficientes Aαn y no de la
sucesión {sn}.
Observación 2.14. A diferencia de la Definición 2.9, en esta definición α no tiene porqué
ser un entero no negativo, la única restricción es α 6= −1,−2, ..., ya que si α fuera algún
entero negativo, entonces 1

(1−x)α+1 seŕıa un polinomio, y por lo tanto Aαn seŕıa 0 para n
suficientemente grande, lo cual no nos permite definir σαn . Nosotros estudiaremos el caso
α > −1.

De las definiciones de Aαn y Sαn , y del producto de Cauchy para series, se sigue que para
todo α y β se tienen las siguientes expresiones:

Aα+β+1
n =

n∑
k=0

AαkA
β
n−k, (2.3)

Sα+β+1
n =

n∑
k=0

SαkA
β
n−k. (2.4)

En particular, para α− 1 y β = 0 obtenemos las siguientes expresiones recursivas

Aαn =
n∑
k=0

Aα−1k , Sαn =
n∑
k=0

Sα−1k . (2.5)

De estas expresiones se deducen las relaciones Aαn − Aαn−1 = Aα−1n , y Sαn − Sαn−1 = Sα−1n .
Sustituyendo α = −1 en (2.4) y aplicando las relaciones anteriores obtenemos la siguiente
fórmula para los Sβn

Sβn =
n∑
k=0

S−1k Aβn−k =
n∑
k=0

(sk − sk−1)Aβn−k =
n∑
k=0

Aβn−ksk −
n−1∑
k=0

Aβn−k−1sk

=Aβ0sn +
n−1∑
k=0

(
Aβn−k − A

β
n−k−1

)
sk =

n∑
k=0

Aβ−1n−ksk,

y por lo tanto

σβn =
1

Aβn

n∑
k=0

Aβ−1n−ksk. (2.6)

De la definición de los Aαn,
∞∑
n=0

Aαnx
n =

1

(1− x)α+1
, obtenemos que si α 6= −1,−2, ...

entonces

Aαn =
(α + 1)(α + 2)...(α + n)

n!
=

(
n+ α
n

)
. (2.7)

Ahora que hemos calculado los coeficientes Aαn y tenemos la expresión (2.6) para σαn ,
podemos escribir la Definición 2.12 de forma más simple.
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Definición 2.15. Una sucesión {sn}∞n=0 se dice que es convergente (C, α) con ĺımite s,
si

σαn =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−ksk −→ s (2.8)

cuando n→∞, donde Aαn =
(
n+α
n

)
y Aα0 = 1.

Como consecuencia de haber calculado los coeficientes Aαn expĺıcitamente en (2.7), obte-
nemos el siguiente resultado.

Proposición 2.16.

1. Si α > −1, entonces Aαn es positivo.

2. Si α > 0, entonces Aαn es creciente como función de n.

3. Si −1 < α < 0, entonces Aαn es decreciente como función de n.

4. A0
n = 1 para todo n.

5. Si α < −1, Aαn es de signo constante para n suficientemente grande.

Proposición 2.17. Se tiene la siguiente estimación sobre los coeficientes Aαn,

Aαn '
nα

Γ(α + 1)
, (2.9)

es decir, existen C1, C2 > 0 tales que para n grande se tiene

C1
nα

Γ(α + 1)
≤ Aαn ≤ C2

nα

Γ(α + 1)
,

donde Γ representa la función Gamma.

Demostración: Vamos a probar ĺım
n→∞

nα(
n+α
n

)
Γ(α + 1)

= 1. Consideremos la siguiente suce-

sión de funciones de variable compleja Fn(z) =
nzn!

z(z + 1)(z + 2)...(z + n)
, y veamos que

ĺım
n→∞

Fn(z) = Γ(z). Primero probaremos que
∫ n
0

(
1− t

n

)n
tz−1dt = Fn(z), para ello va-

mos a hacer el cambio de variables t = ns y luego integraremos por partes n veces con
u = (1− s)n y dv = sz−1ds,

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt =nz

∫ 1

0

(1− s)nsz−1ds

=nz

{[
(1− s)n s

z

z

]s=1

s=0

+
n

z

∫ 1

0

(1− s)n−1szds

}

=nz
n

z

∫ 1

0

(1− s)n−1szds

=nz
n

z

{[
(1− s)n−1 s

z+1

z + 1

]s=1

s=0

+
n− 1

z + 1

∫ 1

0

(1− s)n−2sz+1ds

}
= ...

=nz
n

z

n− 1

z + 1

n− 2

z + 2
...

1

z + n− 1

∫ 1

0

sz+n−1ds

=nz
n!

z(z + 1)(z + 2)...(z + n)
= Fn(z).
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Tomando ĺımite y aplicando el teorema de la convergencia dominada obtenemos

ĺım
n→∞

Fn(z) = ĺım
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt =

∫ n

0

e−ttz−1dt = Γ(z).

Aplicando esto a z = α obtenemos que ĺımn→∞
nαn!

α(α+1)(α+2)...(α+n)
= Γ(α). Por tanto

ĺımn→∞
nαn!

(α+1)(α+2)...(α+n)
= αΓ(α) = Γ(α + 1), que es lo que queŕıamos probar.

Una vez probado esto, podemos encontrar C1, C2 > 0 cercanos a 1, tales que

C1
nα

Γ(α + 1)
≤ Aαn ≤ C2

nα

Γ(α + 1)

para n grande. �

Observación 2.18. Como consecuencia de la Proposición 2.17 obtenemos que si α < −1
entonces

∑∞
n=0 |Aαn| <∞.

Teorema 2.19. Si α > 0, entonces la convergencia (C, α) es un método regular.

Demostración: Observemos que la convergencia Cesàro α está asociada a la matriz {ank}
donde ank =

Aα−1
n−k
Aαn

si k ≤ n y ank = 0 si k > n. Veamos que esta matriz es regu-
lar. Observemos en primer lugar que como α > 0 entonces α − 1 > −1 y por tanto
aplicando la Proposición 2.16 obtenemos que la matriz {ank} es positiva. Si k ≤ n,

entonces ĺımn→∞ ank = ĺımn→∞
Aα−1
n−k
Aαn

= 0 por la estimación de la Proposición 2.17. Si

k > n, entonces ĺımn→∞ ank = ĺımn→∞ 0 = 0. Para cada n ∈ N, aplicando (2.5) te-
nemos An =

∑∞
k=0 ank = 1

Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−k = 1

Aαn

∑n
k=0A

α−1
k = 1

Aαn
Aαn = 1, y por tanto

ĺımn→∞An = 1. Hemos probado aśı que la matriz {ank} es una matriz regular positiva. �

2.1. Propiedades de la convergencia Cesàro α

En esta parte vamos a estudiar las propiedades de la convergencia usual de sucesiones que
se mantienen para la convergencia Cesàro α.

Teorema 2.20. Sean {xn}∞n=0, {yn}∞n=0 dos sucesiones. Supongamos que xn e yn con-
vergen (C, α), entonces {xn + yn}∞n=0 converge (C, α). Además, si (C, α) ĺımxn = x y
(C, α) ĺım yn = y, entonces (C, α) ĺım(xn + yn) = x+ y.

Demostración: Sean σxn, σ
y
n y σx+yn las medias de Cesàro de orden α de {xn}∞n=0, {yn}∞n=0

y {xn + yn}∞n=0 respectivamente. Entonces, basta observar

σx+yn =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(xk + yk) =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kxk +
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kyk = σxn + σyn,

y aplicar la propiedad análoga para la convergencia usual de sucesiones. �

Observación 2.21. Observemos que la propiedad equivalente para el producto es falsa. Si
tomamos xn = yn = (−1)n y estudiamos la convergencia (C, 1), entonces tenemos que
(C, 1) ĺımxn = (C, 1) ĺım yn = 0 y (C, 1) ĺımxnyn = (C, 1) ĺım 1 = 1.

Proposición 2.22. Sean α ≥ 0 y {xn}∞n=0 una sucesión tal que (C, α) ĺım |xn| = 0.
Entonces (C, α) ĺımxn = 0.
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Demostración: Sea σαn la sucesión de medias de Cesàro de orden α de la sucesión {xn}∞n=0,
entonces

|σαn | =

∣∣∣∣∣ 1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kxk

∣∣∣∣∣ ≤ 1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k|xk| −→ 0,

donde hemos usado que α ≥ 0, y por tanto por la Proposición 2.16 los coeficientes de
Cesàro son positivos. �

Observación 2.23. El rećıproco del resultado anterior es falso, para ello basta considerar
la sucesión an = (−1)n.

Observación 2.24. Observemos que si {xn}∞n=0 una sucesión tal que (C, α) ĺımxn = x, y
{xnk}∞k=0 es una subsucesión de {xn}∞n=0, entonces no necesariamente (C, α) ĺımxnk = x.
Por ejemplo, consideremos xn = (−1)n, como sabemos (C, 1) ĺımxn = 0. Sin embargo, si
tomamos la subsucesión x2k = (−1)2k = 1, entonces (C, 1) ĺımx2k = 1.

Teorema 2.25. Sean {sn}∞n=0 una sucesión y α > 0. Si {sn} converge (C, α), entonces
sn = o(nα).

Demostración: Sea s = (C, α) ĺım sn. Podemos suponer s = 0, ya que en otro caso basta
considerar la sucesión {sn − s}, y por el Teorema 2.20 tenemos (C, α) ĺım(sn − s) = 0.
Si probamos el Teorema para s = 0, entonces tendremos sn−s

nα
−→ 0, y por tanto necesa-

riamente sn
nα
−→ 0 cuando n → ∞. Supongamos entonces σαn = 1

Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−ksk −→ 0

cuando n→∞. Entonces aplicando (2.4) tenemos

sn = S0
n = Sα+(−α−1)+1

n =
n∑
k=0

SαkA
−α−1
n−k =

n∑
k=0

A−α−1n−k Aαkσ
α
k .

Por tanto, podemos escribir

sn
Aαn

=
1

Aαn

n∑
k=0

A−α−1n−k Aαkσ
α
k =

n∑
k=0

Aαk
Aαn

A−α−1n−k σαk .

Sea A =

(
Aαk
Aαn

A−α−1n−k

)∞
n,k=0

, donde entendemos A−α−1n−k = 0 si n < k. Vamos a probar que

la matriz A verifica las condiciones 1 y 2 de matriz regular, y por tanto como σαn −→ 0
aplicando el Teorema 2.4 tendremos probado que sn

Aαn
−→ 0 cuando n → ∞. Entonces

usando la Proposición 2.17 tendremos sn = o(nα).

1. Utilizando la Proposición 2.17 tenemos que para n suficientemente grande existen
constantes C1, C2 > 0 tales que

C1
kα

nα
(n− k)−α−1 ≤ Aαk

Aαn
A−α−1n−k ≤ C2

kα

nα
(n− k)−α−1.

Entonces como α > 0 tenemos

Aαk
Aαn

A−α−1n−k ≤ C2
kα

nα
(n− k)−α−1 = C2k

α 1

nα(n− k)α+1
−→ 0

cuando n→∞. Por el otro lado,



CAPÍTULO 2. CONVERGENCIA CESÀRO α 25

Aαk
Aαn

A−α−1n−k ≥ C1
kα

nα
(n− k)−α−1 = C1k

α 1

nα(n− k)α+1
−→ 0

cuando n→∞. Hemos probado entonces ĺım
n→∞

Aαk
Aαn

A−α−1n−k = 1.

2. Como α ≥ 0, entonces por la Proposición 2.16 tenemos Aαn ≥ Aαk > 0 para todo
k ≤ n, y por tanto tenemos

Nn =
n∑
k=0

∣∣∣∣A−α−1n−k Aαk
Aαn

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=0

∣∣A−α−1n−k
∣∣ =

n∑
k=0

∣∣A−α−1k

∣∣ ≤ ∞∑
k=0

∣∣A−α−1k

∣∣ <∞
�

Teorema 2.26. Si una sucesión es convergente (C, α) con ĺımite s, para un α > −1,
entonces también es convergente (C, α + h) con ĺımite s, para todo h > 0.

Demostración: Sean σαn las medias de Cesàro de orden α de la sucesión. Entonces utilizando
(2.6) y la definición de σαn podemos escribir

σα+hn =

∑n
k=0A

h−1
n−kS

α
k

Aα+hn

=
n∑
k=0

Ah−1n−kA
α
k

Aα+hn

σαk .

Hemos obtenido aśı que σα+hn son medias lineales de σαn , razonando como en el teorema
anterior se prueba que la matriz asociada es regular para α > −1 y h > 0. Ahora basta
aplicar el Teorema 2.4 y obtenemos que σα+hn converge a s. �

Ejemplo 2.27. Sea 0 < β < 1. Veamos que la sucesión an = (−1)nnβ converge (C, α) para
todo α > β, pero no converge (C, α) para α ≤ β.
Sea β < α ≤ 1, veamos que {an} converge (C, α).

σαn =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)kkβ

=
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
(
kβ − (k + 1)β

)
+

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k(k + 1)β.

Estudiemos el primer sumando, probemos en primer lugar que ĺımn→∞(nβ−(n+1)β) = 0.
Para ello basta con aplicar el teorema del valor medio a f(x) = xβ en [n, n+1] y obtenemos
|nβ − (n + 1)β| ≤ β(n + 1)β−1 −→ 0, ya que β − 1 < 0. Por tanto ĺımn→∞(−1)n(nβ −
(n + 1)β) = 0, y esto implica que el primer sumando tiende a 0. Estudiemos el segundo
sumando,

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k(k + 1)β =
1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k(k + 1)β +
1

Aαn
(−1)n(n+ 1)β

=
1

Aαn

n−1∑
k=0

(
Aα−1n−k − A

α−1
n−k−1

)
(−1)k(k + 1)β

+
1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−1n−k−1(−1)k(k + 1)β +
1

Aαn
(−1)n(n+ 1)β

=An +Bn + Cn.
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Estudiemos cada sumando por separado. Es claro que Cn −→ 0 ya que β < α. Para el
primer sumando tenemos

|An| =

∣∣∣∣∣ 1

Aαn

n−1∑
k=0

(
Aα−1n−k − A

α−1
n−k−1

)
(−1)k(k + 1)β

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−2n−k(−1)k(k + 1)β

∣∣∣∣∣
≤ n

β

Aαn

n−1∑
k=0

|Aα−2n−k| =
nβ

Aαn

n−1∑
k=0

|Aα−2k | ≤ nβ

Aαn

∞∑
k=0

|Aα−2k | ≤ C
nβ

Aαn
−→ 0,

ya que β < α y
∑∞

k=0 |A
α−2
k | = C <∞, porque α− 2 < −1. Por último,

Bn =− 1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−1n−k−1(−1)k−1(k + 1)β = − 1

Aαn

n∑
k=1

Aα−1n−k(−1)kkβ

=− 1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)kkβ = −σαn .

Juntando todas estas estimaciones tenemos,

σαn =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
(
kβ − (k + 1)β

)
+ An − σαn + Cn,

y por tanto, 2σαn −→ 0. Esto prueba que {an} converge (C, α) a 0 para todo β < α ≤ 1.
Entonces, por el Teorema 2.26 converge (C, β) para todo β > α. Sin embargo no converge

(C, α) para α ≤ β, para ello, por el Teorema 2.25, basta observar que
∣∣∣ (−1)nnβnα

∣∣∣ = nβ−α −→
∞, ya que β − α > 0.

Ejemplo 2.28. Sea 0 < α ≤ 1. Vamos a dar un ejemplo de una sucesión que converge
(C, α) y no converge (C, β) para β < α. Consideremos la sucesión an = (−1)nnα

log(n+2)
, veamos

que converge (C, α). Podemos escribir,

σαn =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
kα

log(k + 2)
=

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
(

kα

log(k + 2)
− (k + 1)α

log(k + 3)

)
+

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
(k + 1)α

log(k + 3)
= In + IIn.

Observemos que ĺımn→∞

(
nα

log(n+2)
− (n+1)α

log(n+3)

)
= 0, para probarlo basta aplicar el teorema

del valor medio a f(x) = xα

log(x+2)
en [n, n+ 1] y observar que α−1 < 0. Tenemos entonces

que ĺımn→∞(−1)n
(

nα

log(n+2)
− (n+1)α

log(n+3)

)
= 0, y por tanto aplicando el Teorema 2.19 y el

Teorema 2.4 tenemos ĺımn→∞ In = 0. Estudiemos ahora IIn,

IIn =
1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
(k + 1)α

log(k + 3)
+

(−1)n(n+ 1)α

Aαn log(n+ 3)

=
1

Aαn

n−1∑
k=0

(
Aα−1n−k − A

α−1
n−k−1

)
(−1)k

(k + 1)α

log(k + 3)

+
1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−1n−k−1(−1)k
(k + 1)α

log(k + 3)
+

1

Aαn
(−1)n

(n+ 1)α

log(n+ 3)

=An +Bn + Cn.
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Estudiemos cada sumando por separado, aplicando que f(x) es creciente para x suficien-
temente grandes, tenemos que para n suficientemente grande

|An| =

∣∣∣∣∣ 1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−2n−k(−1)k
(k + 1)α

log(k + 3)

∣∣∣∣∣ ≤ nα

Aαn log(n+ 2)

n−1∑
k=0

|Aα−2n−k|

=
nα

Aαn log(n+ 2)

n−1∑
k=0

|Aα−2k | ≤ nα

Aαn log(n+ 2)

∞∑
k=0

|Aα−2k | ≤ C

log(n+ 2)
−→ 0.

Para el segundo sumando tenemos,

Bn =− 1

Aαn

n−1∑
k=0

Aα−1n−k−1(−1)k−1
(k + 1)α

log(k + 3)
= − 1

Aαn

n∑
k=1

Aα−1n−k(−1)k
kα

log(k + 2)

=− 1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k(−1)k
kα

log(k + 2)
= −σαn .

Y Cn −→ 0 trivialmente. Entonces tenemos

σαn = In + IIn = In + An +Bn + Cn = In + An + Cn − σαn ,

y por tanto, 2σαn −→ 0. Esto prueba que an converge (C, α) y por tanto usando el Teorema
2.26 tenemos que an converge (C, β) para todo β ≥ α. Sin embargo, si β < α, entonces∣∣ an
nα

∣∣ = nα−β

log(n+2)
−→∞, ya que α− β > 0. Y por tanto, en vista del Teorema 2.25 tenemos

que an no converge (C, β).

2.2. Sumabilidad Cesàro α

Lo análogo a lo que hemos visto para sucesiones se puede definir para series numéricas∑
un, para ello basta aplicar las definiciones de convergencia Cesàro α a la sucesión de

sumas parciales. Sea
∑
un una serie y {sk} su sucesión de sumas parciales, entonces

observemos que por la definición de los coeficientes Sαn tenemos S−1n = un.

Definición 2.29. Sea
∑
un una serie y {sk}∞k=0 su sucesión de sumas parciales, se dice

que es sumable (C, α) con suma s, si

σαn =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−ksk =
1

Aαn

n∑
k=0

Aαn−kuk −→ s (2.10)

cuando n→∞, donde Aαn =
(
n+α
n

)
y Aα0 = 1. En este caso, escribimos (C, α)

∑
un = s

De la misma forma el Teorema 2.25 se prueba este resultado, que es el análogo para series.

Teorema 2.30. Si una serie
∞∑
n=0

un es sumable (C, α), con α > −1, entonces un = o(nα).

Las mismas propiedades que se tienen para la convergencia Cesàro α se tienen para la
sumabilidad Cesàro α, para probarlas basta aplicar las conocidas para sucesiones a la
sucesión de sumas parciales.
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3. Teoremas Tauberianos

En esta última sección vamos a introducir un nuevo tipo de convergencia de series, la
sumabilidad Abel, que como veremos es más débil que la sumabilidad Cesàro α con
α > .1.

Definición 2.31. Una serie
∑∞

n=0 an se dice que es sumable en el sentido de Abel,
con suma s, si se verifican las dos siguientes condiciones

1. f(x) =
∑∞

n=0 anx
n < +∞ para todo x ∈ (0, 1).

2. ĺım
x→1−

∑∞
n=0 anx

n = s.

En el siguiente resultado veremos que la sumabilidad Cesàro implica la Abel.

Teorema 2.32. Si la serie
∑∞

n=0 un es sumable (C, α), con α > −1, con suma s (no
necesariamente finita), entonces también es sumable Abel con suma s.

Demostración: Sea f(x) =
∑∞

n=0 unx
n, y sea {xn} una sucesión en (0, 1) con xn −→ 1

cuando n→∞. Entonces:

f(xn) = (1− xn)α+1

∞∑
k=0

Sαk x
k
n = (1− xn)α+1

∞∑
k=0

σαkA
α
kx

k
n.

La expresión de la derecha es una media lineal de la sucesión {σαn} y correspondiente a
la matriz M = {ank}, con ank = Aαk (1− xn)α+1xkn. Esta matriz es positiva y satisface las
condiciones 1 y 3 de matriz regular. Entonces f(xn) −→ s. �

Como sabemos, si una serie es convergente, entonces es sumable (C, α) y en vista del
resultado anterior, esto implica la sumabilidad Abel. El rećıproco no es cierto. Para ver
esto basta considerar la serie

∑
(−1)n, que no es convergente, pero śı converge (C, 1).

Sin embargo, si suponemos alguna hipótesis adicional podemos probar el rećıproco, a
estos resultados se les llama teoremas tauberianos, y a la hipótesis adicional, condición
tauberiana. Vamos a exponer sin demostración algunos teoremas tauberianos para la
sumabilidad Cesàro α y la sumabilidad Abel.

La clave para probar los siguientes teoremas tauberianos se basa en el teorema anterior,
se prueba que si la serie es sumable Abel y además cumple una condición tauberiana,
entonces es sumable en el sentido usual. Luego, aplicando el teorema anterior tenemos
que si la serie converge (C, α) con α > −1, y cumple una condición tauberiana entonces
es sumable. La demostración de estos resultados no se incluye en esta memoria debido a
la longitud de la misma, pueden consultarse en Duren [4] o Hardy [7].

Teorema 2.33. (Teorema de Tauber) Sea {an} una sucesión tal que nan −→ 0. Si
(C, α)

∑∞
n=0 an = A con α > 0, entonces la serie

∑∞
n=0 an es convergente a la suma A.

Teorema 2.34. (Teorema de Hardy-Littlewood) Sea
∑∞

k=0 an una serie y {Sn} su
sucesión de sumas parciales. Si f(x) =

∑∞
n=0 anx

n −→ A cuando x → 1− y Sn ≥ 0 para
todo n, entonces σn −→ A cuando n→∞, donde σn son las medias aritméticas de {Sn}.

Teorema 2.35. Si la serie
∑∞

n=0 an es sumable Cesàro α para algún α > −1 y an = O( 1
n
),

entonces la serie es convergente, y de hecho es sumable (C, β) para todo β > −1.

Teorema 2.36. (Teorema de Hardy) Si la serie
∑∞

n=0 an es sumable Cesàro α para
algún α > −1 y {nan} es acotada inferiormente, entonces la serie es convergente.



Caṕıtulo 3

Espacios de Lorentz L(p, q)

En este caṕıtulo introduciremos los espacios de Lorentz L(p, q). Para ello primero estudia-
remos la función de distribución y el reordenamiento decreciente de una función medible.
Seguidamente se definen los espacios de Lorentz y se prueban algunas de sus propiedades.
Por último, introducimos algunas definiciones de la teoŕıa de interpolación de operadores,
y se prueba un resultado que será necesario en el siguiente caṕıtulo. Para la elaboración
de este caṕıtulo se han seguido los libros de Stein y Weiss [14], Bennett y Sharpley [1] y
la tesina de Kristiansson [9].

1. Función de distribución y reordenamiento decre-

ciente

A lo largo de esta sección (X,M, µ) denotará un espacio de medida σ-finito.

Definición 3.1. Sea f : X −→ R una función medible. Se define la función de distri-
bución de f como la función µf : [0,∞) −→ [0,∞] definida por

µf (λ) = µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}), λ ≥ 0. (3.1)

En el siguiente resultado se prueban las principales propiedades de la función de distribu-
ción.

Proposición 3.2. Sean f, g : X −→ R funciones medibles. Entonces

1. µf es decreciente y continua por la derecha.

2. Si |f(x)| ≤ |g(x)| para casi todo x ∈ X, entonces µf (λ) ≤ µg(λ) para todo λ ≥ 0.

3. µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) para todos λ1, λ2 ≥ 0.

Demostración:

1. Sean 0 ≤ λ1 < λ2. Entonces

{x ∈ X : |f(x)| > λ1} ⊃ {x ∈ X : |f(x)| > λ2},

entonces obtenemos µf (λ1) ≥ µf (λ2). Probemos ahora que µf es continua por la
derecha en cada λ0 ≥ 0. Para cada λ definimos el conjunto

Aλ = {x ∈ X : |f(x)| > λ}.

29
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Para probar que µf es continua por la derecha en λ0 basta con demostrar que
ĺımn→∞ µf (λ0 + 1

n
) = µf (λ0). Consideremos la sucesión expansiva {Aλ0+ 1

n
}∞n=1, que

verifica

Aλ0 =
∞⋃
n=1

Aλ0+ 1
n
.

Entonces,

ĺım
n→∞

µf (λ0 +
1

n
) = ĺım

n→∞
µ(Aλ0+ 1

n
) = µ

(
∞⋃
n=1

Aλ0+ 1
n

)
= µf (λ0).

Esto prueba que µf es continua por la derecha.

2. Supongamos |f(x)| ≤ |g(x)| para casi todo x ∈ X, entonces

{x ∈ X : |f(x)| > λ} ⊂ {x ∈ X : |g(x)| > λ}.

Por lo tanto, µf (λ) ≤ µg(λ), para todo λ ≥ 0.

3. Este apartado es consecuencia de la siguiente relación de inclusión

{x ∈ X : |f(x) + g(x)| > λ1 + λ2} ⊂ {x ∈ X : |f(x)| > λ1} ∪ {x ∈ X : |g(x)| > λ2},

lo que implica µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2).

�
Ahora ya tenemos lo necesario para definir el reordenamiento decreciente de una función
medible.

Definición 3.3. Se define el reordenamiento decreciente de una función medible f como
la función f ∗ : [0,∞) −→ [0,∞] definida por

f ∗(t) = ı́nf{λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ t}, (3.2)

donde ı́nf ∅ se considera igual a ∞.

El siguiente resultado nos dice que podemos ver el reordenamiento decreciente de una
función f como la función de distribución de µf con respecto a la medida de Lebesgue en
R.

Teorema 3.4. Se da la igualdad

f ∗(t) = mµf (t), t ≥ 0 (3.3)

donde m es la medida de Lebesgue en R.

Demostración: Como la función de distribución µf es decreciente, entonces sup{λ :
µf (λ) > t} = m({λ : µf (λ) > t}). Por tanto,

f ∗(t) = ı́nf{λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ t} = sup{λ : µf (λ) > t} = m({λ : µf (λ) > t}) = mµf (t).

�
Como consecuencia de este resultado y de la Proposición 3.2 obtenemos las siguientes
propiedades del reordenamiento decreciente.
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Corolario 3.5. Sean f, g : X −→ R funciones medibles. Entonces,

1. f ∗ es decreciente y continua por la derecha.

2. Si |f(x)| ≤ |g(x)| para casi todo x ∈ X, entonces f ∗(t) ≤ g∗(t) para todo t ≥ 0.

En la siguiente proposición se exponen algunas propiedades del reordenamiento decrecien-
te.

Proposición 3.6. Sea f : X −→ R una función medible. Entonces,

1. Para cada α ∈ R se tiene (αf)∗(t) = |α|f ∗(t).

2. f ∗(t) > λ si y sólo si µf (λ) > t.

3. f y f ∗ son equimedibles, esto es,

µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = m({t > 0 : f ∗(t) > λ})

para todo λ ≥ 0, donde m es la medida de Lebesgue.

4. Si λ ≥ 0 y µf (λ) <∞, entonces f ∗(µf (λ)) ≥ λ y f ∗(µf (λ)+ε) ≤ λ para todo ε > 0.
Si t ≥ 0 y f ∗(t) < ∞, entonces µf (f

∗(t))) ≤ t y µf (f
∗(t)) − ε) ≥ t para todo

0 < ε < f ∗(t).

5. Si 0 < p <∞, entonces
(|f |p)∗ (t) = f ∗(t)p.

6. Si A ∈M, entonces (fχA)∗ (t) ≤ f ∗(t)χ[0,µ(A))(t) para todo t ≥ 0.

Demostración:

1. Sea α ∈ R, entonces

(αf)∗(t) = ı́nf{λ > 0 : µαf (λ) ≤ t} = ı́nf{λ > 0 : µf

(
λ

|α|

)
≤ t}

= ı́nf{|α|u : µf (u) ≤ t} = |α|f ∗(t).

2. Supongamos que µf (λ) > t, entonces como µf es decreciente y continua por la
derecha, tenemos λ < ı́nf{ν : µf (ν) ≤ t} = f ∗(t). Ahora supongamos que f ∗(t) > λ,
es decir, ı́nf{ν : µf (ν) ≤ t} > λ. Entonces, como µf es decreciente obtenemos
µf (λ) > t.

3. Sea m la medida de Lebesgue en [0,∞). Entonces aplicando el apartado anterior,

mf∗(λ) =m({t ≥ 0 : f ∗(t) > λ}) = m({t ≥ 0 : µf (λ) > t})
=m([0, µf (λ))) = µf (λ).

4. Supongamos que µf (λ) <∞, entonces como µf es decreciente tenemos

f ∗ (µf (λ)) = ı́nf {s ≥ 0 : µf (s) ≤ µf (λ)} ≥ λ.

Sea ε > 0, entonces

f ∗ (µf (λ) + ε) = ı́nf {s ≥ 0 : µf (s) ≤ µf (λ) + ε} ≤ λ.
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Supongamos que f ∗(t) <∞, entonces como µf es una función decreciente tenemos

µf (f ∗(t)) = µf (́ınf {λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ t}) ≤ t.

Sea 0 < ε < f ∗(t), entonces como f y f ∗ son equimedibles tenemos

µf (f ∗(t)− ε) = µ ({x ∈ X : |f(x)| > f ∗(t)− ε})
= m ({s > 0 : f ∗(s) > f ∗(t)− ε}) ≥ t.

5. Sea 0 ≤ λ <∞, entonces

(|f |p)∗(t) = ı́nf{λ ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)|p > λ}) ≥ t}
= ı́nf{νp ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > ν}) ≥ t} = f ∗(t)p.

6. Como (fχA)(x) ≤ f(x) para casi todo x ∈ X, entonces por el Corolario 3.5 tenemos
(fχA)∗(t) ≤ f ∗(t) para todo t ≥ 0. Por otra parte, como µ({x ∈ X : |(fχA)(x)| >
λ}) ≤ µ(A), entonces para cada t > µ(A) tenemos (fχA)∗(t) = 0 . De estas dos
estimaciones obtenemos

(fχA)∗ (t) ≤ f ∗(t)χ[0,µ(A))(t).

�
Como consecuencia de estas propiedades podemos probar que reordenamiento decreciente
es único, como vamos a ver en el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Existe una única función f ∗ continua por la derecha, decreciente y equi-
medible con f . Entonces, el reordenamiento decreciente es único.

Demostración: Sean f ∗1 (t) y f ∗2 (t) dos funciones distintas, continuas por la derecha, decre-
cientes y equimedibles con f . Como son distintas, entonces existe t0 tal que f ∗1 (t0) 6= f ∗2 (t0),
podemos suponer, sin perdida de generalidad, f ∗1 (t0) > f ∗2 (t0). Por la continuidad por la
derecha de f ∗1 existe un intervalo no vaćıo [t0, t1] tal que f ∗1 (t) > f ∗2 (t0) para todo t ∈ [t0, t1],
y por tanto como f ∗1 es decreciente tenemos f ∗1 (t) > f ∗2 (t0) para t ∈ [0, t1]. Usando esto y
que ambas son decrecientes obtenemos

m({t ≥ 0 : f ∗1 (t) > f ∗2 (t0)}) ≥ t1,

m({t ≥ 0 : f ∗2 (t) > f ∗2 (t0)}) ≤ t2 < t1.

Esto es una contradicción, ya que ambas son equimedibles con f , y por tanto f ∗1 y f ∗2
son equimedibles. Hemos probado entonces f ∗1 (t) = f ∗2 (t) para todo t, y por tanto el
reordenamiento decreciente es único. �

Teorema 3.8. Supongamos que {fk} es una sucesión de funciones medibles tales que para
todo x ∈ X se tiene |fk(x)| ≤ |fk+1(x)| para k ∈ N. Si f es una función medible tal que
|f(x)| = ĺım

k→∞
|fk(x)| para todo x ∈ X. Entonces,

1. para cada λ ≥ 0, µfk(λ) ↑ µf (λ) cuando k →∞.

2. para cada t ≥ 0, f ∗k (t) ↑ f ∗(t) cuando k →∞.
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Demostración: Sea λ ≥ 0. Para cada k ∈ N definimos los siguientes conjuntos

Ek
λ = {x ∈ X : |fk(x)| > λ} ⊂ Eλ = {x ∈ X : |f(x)| > λ}.

Observemos que la familia {Ek
λ}∞k=1 es expansiva y Eλ =

⋃∞
k=1E

k
λ . Esto implica µfk(λ) =

µ(Ek
λ) ≤ µ(Ek+1

λ ) = µfk+1
(λ). Y por tanto

ĺım
k→∞

µfk(λ) = ĺım
k→∞

µ(Ek
λ) = µ

(
∞⋃
k=1

Ek
λ

)
= µ(Eλ) = µf (λ).

Esto concluye la prueba de 1. Para probar 2 basta aplicar el primer apartado a la sucesión
{µfk}, entonces obtenemos que para cada t ≥ 0 se tiene mµfk

(t) ↑ mµf (t), y por el Teorema
3.4, esto es f ∗k (t) ↑ f ∗(t). �

Teorema 3.9. Sean f, g : X −→ R medibles, entonces el reordenamiento decreciente de
la suma f + g verifica la siguiente desigualdad

(f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2) (3.4)

para todos t1, t2 ≥ 0. En particular, para t1 = t2 = t
2

obtenemos la siguiente desigualdad
para todo t ≥ 0

(f + g)∗(t) ≤ f ∗
(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)
.

Demostración: Sean t1, t2 ≥ 0. Supongamos que f ∗(t1) + g∗(t2) < ∞, ya que en caso
contrario no hay nada que probar. Aplicando la Proposición 3.2 (3) y la Proposición 3.6
(4) tenemos

µf+g(f
∗(t1) + g∗(t2)) ≤ µf (f

∗(t1)) + µg(f
∗(t2)) ≤ t1 + t2.

Por la definición de reordenamiento decreciente

(f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2).

�

Ejemplo 3.10. Vamos a calcular la función de distribución y el reordenamiento decreciente
de una función simple. Sea s(x) =

∑k
j=1 αjχAj(x) una función simple con α1 > α2 > ... >

αk > αk+1 = 0, Aj = {x ∈ X : s(x) = αj}. Entonces,

µs(λ) = µ({x ∈ X : |s(x)| > λ}) = µ({x ∈ X :
k∑
j=1

αjχAj(x) > λ}) =
k∑
j=1

βjχBj(λ),

donde βj =
∑j

i=1 µ(Ai), y Bj = [αj+1, αj) para j = 1, 2, ..., k. Luego la función de distri-
bución de una función simple es una función simple. El reordenamiento decreciente de s
también es una función simple

s∗(t) = ı́nf{λ ≥ 0 : µs(λ) ≤ t} = ı́nf{λ ≥ 0 :
k∑
j=1

βjχBj(λ) ≤ t} =
k∑
j=1

αjχ[βj−1,βj)(t).
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Ejemplo 3.11. Sea X = N, M = P(N), y µ = # la medida contadora. Las funciones
medibles f : N −→ R son sucesiones {an}∞n=1. Su función de distribución es µf (λ) =
µ({n ∈ N : |an| > λ}) para λ > 0. El reordenamiento decreciente es una función definida
para todo t ≥ 0, pero podemos interpretarlo como una sucesión si definimos a∗n = f ∗(t)
para n − 1 ≤ t < n. Por tanto, a∗n = ı́nf{λ : µf (λ) ≤ n − 1} = ı́nf{λ : µ({k ∈ N : |an| >
λ}) ≤ n− 1}. Luego {a∗n} es la sucesión {|an|} permutada en orden decreciente.

1.1. Reordenamiento decreciente y normas p

En esta sección probaremos que la norma p de una función solo depende su reordenamiento
decreciente o de su función de distribución.

Teorema 3.12. Sean 0 < p <∞ y f : X −→ R una función medible. Entonces∫
X

|f(x)|p dµ(x) = p

∫ ∞
0

λp−1µf (λ)dλ =

∫ ∞
0

f ∗(t)pdt (3.5)

y

sup
λ>0

λµf (λ)
1
p = sup

t>0
t
1
pf ∗(t). (3.6)

Además, para p =∞ tenemos
‖f‖∞ = f ∗(0).

Demostración: La primera igualdad de (3.5) es conocida ya que se ha probado en la asigna-
tura Análisis Real, su demostración puede encontrarse en [9]. Vamos a usar esta igualdad
para probar la segunda igualdad. Aplicando que |f |p y (|f |p)∗ = (f ∗)p son equimedibles,
es decir, que tienen la misma función de distribución, obtenemos∫

X

|f(x)|p dµ(x) =

∫ ∞
0

µ|f |p(λ)dλ =

∫ ∞
0

µ(f∗)p(λ)dλ =

∫ ∞
0

f ∗(t)pdt.

Probemos (3.6) para funciones simples en primer lugar. Sea s(x) =
∑k

j=1 ajχAj(x) una
función simple con a1 > a2 > ... > ak > ak+1 = 0, y Aj = {x ∈ X : s(x) = aj}. Entonces,
como hemos visto en el Ejemplo 3.10, su función de distribución es,

µs(λ) =
k∑
j=1

βjχ[aj+1,aj)(λ),

donde βj =
∑j

i=1 µ(Aj). Y su reordenamiento decreciente es

s∗(t) =
k∑
j=1

ajχ[βj−1,βj).

Por tanto,

sup
λ>0

λµs(λ)
1
p = sup

1≤j≤k
β

1
p

j aj = sup
t>0

t
1
p s∗(t).

Ahora aplicando el Teorema 3.8 obtenemos (3.6). Para la última igualdad, teniendo en
cuenta que la función de distribución es positiva y la definición de la norma infinito,

‖f‖∞ = ı́nf{λ ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = 0}
= ı́nf{λ ≥ 0 : µf (λ) = 0} = ı́nf{λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ 0} = f ∗(0).

�
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1.2. Desigualdad de Hardy-Littlewood

Lema 3.13. Sea f : X −→ R una función medible. Entonces, para cada A ∈M tenemos
la desigualdad ∫

A

|f(x)| dµ(x) ≤
∫ µ(A)

0

f ∗(t)dt.

Demostración: Si µ(A) =∞, entonces∫
A

|f(x)| dµ(x) ≤
∫
X

|f(x)| dµ(x) =

∫ ∞
0

f ∗(t)dt.

Si µ(A) <∞, entonces∫
A

|f(x)| dµ(x) =

∫
X

|f(x)χA(x)| dµ(x) =

∫ ∞
0

(fχA)∗ (t)dt

≤
∫ ∞
0

f ∗(t)χ[0,µ(A))(t)dt =

∫ µ(A)

0

f ∗(t)dt.

�

Teorema 3.14. (Hardy-Littlewood) Sean f, g : X −→ R dos funciones medibles.
Entonces ∫

X

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤
∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt. (3.7)

Demostración: Vamos a probar el resultado para funciones simples no negativas, el caso
general es consecuencia inmediata del teorema de la convergencia monótona y el Teorema
3.8. Sea s una función simple de la forma s(x) =

∑k
j=1 ajχAj(x), donde a1 > a2 >

... > ak > ak+1 = 0, y Aj = {x ∈ X : s(x) = aj}. Podemos escribir s como s(x) =∑k
j=1 βjχBj(x), donde Bj = ∪ji=1Aj y βj = aj − aj+1. Sean γj =

∑j
i=1 µ(Ai) y γ0 = 0,

entonces aplicando el Lema 3.13 obtenemos

∫
X

|s(x)g(x)| dµ(x) =

∫
X

∣∣∣∣∣
(

k∑
j=1

βjχBj(x)

)
g(x)

∣∣∣∣∣ dµ(x) =
k∑
j=1

βj

∫
Bj

|g(x)| dµ(x)

≤
k∑
j=1

βj

∫ µ(Bj)

0

g∗(t)dt =
k∑
j=1

(aj − aj+1)

∫ µ(Bj)

0

g∗(t)dt

=
k∑
j=1

aj

∫ γj

γj−1

g∗(t)dt =

∫ ∞
0

(
k∑
j=1

ajχ[γj−1,γj)(t)

)
g∗(t)dt

=

∫ ∞
0

s∗(t)g∗(t)dt.

�

2. Espacios de Lorentz L(p, q)

En esta sección vamos a estudiar los espacios de Lorentz L(p, q), que son una generalización
de los espacios Lp(µ). Nos centraremos especialmente en los espacios L(p, 1) y L(p,∞),
que tendrán especial importancia en el siguiente caṕıtulo.
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Definición 3.15. Sea (X,M, µ) espacio de medida σ-finito, y 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞.
Entonces el espacio de Lorentz L(p, q) es el conjunto de todas las clases de funciones
medibles f tales que el funcional ‖f‖p,q <∞, donde

‖f‖p,q =


(∫ ∞

0

(
t
1
pf ∗(t)

)q dt
t

) 1
q

si 0 < p <∞, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗(t) si 0 < p ≤ ∞, q =∞

donde f ∗ es el reordenamiento decreciente de f .

Observación 3.16. Esta definición no incluye el caso L(∞, q) con 0 < q < ∞, ya que
si f ∈ L(∞, q), entonces f = 0 con casi todo punto. Probemos esto por reducción al
absurdo, sea f ∈ L(∞, q) no nula en casi todo punto, es decir, existen C > 0 y A ∈ M
de medida positiva, tales que |f(x)| > C para todo x ∈ A. Entonces

‖f‖q∞,q =

∫ ∞
0

f ∗(t)q
dt

t
≥
∫ ∞
0

(fχA)∗ (t)q
dt

t
≥
∫ µ(A)

0

Cq dt

t
=∞.

Lo cual es una contradicción, ya que f ∈ L(∞, q). Por tanto L(∞, q) es trivial.

Observación 3.17. Los espacios de Lorentz L(p, q) pueden verse como una generalización
de los espacios Lp(µ). La razón es que L(p, p) = Lp(µ), para 0 < p ≥ ∞. De hecho, para
0 < p <∞ la definición del funcional ‖.‖p,p nos queda

‖f‖p,p =

(∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗(t)

)pdt
t

) 1
p

=

(∫ ∞
0

f ∗(t)pdt

) 1
p

=

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

= ‖f‖p

donde hemos usado el Teorema 3.12. Para p =∞, usando que f ∗ es decreciente y el mismo
teorema que antes tenemos

‖f‖∞,∞ = sup
t>0

f ∗(t) = f ∗(0) = ‖f‖∞ .

Por tanto L(p, p) = Lp(µ) con igualdad de normas.

Nosotros nos centraremos en los dos siguientes espacios:

L(p, 1) ={f : X −→ R medible : ‖f‖p,1 =

∫ ∞
0

t
1
pf ∗(t)

dt

t
<∞},

L(p,∞) ={f : X −→ R medible : ‖f‖p,∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗(t) <∞}.

Ejemplo 3.18. Calculemos las normas (p, 1) y (p,∞) de una función caracteŕıstica. Sea
A ∈M de medida finita,

‖χA‖p,1 =

∫ ∞
0

t
1
p (χA)∗(t)

dt

t
=

∫ ∞
0

t
1
p
−1χ[0,µ(A))dt

=

∫ µ(A)

0

t
1
p
−1dt =

[
pt

1
p

]µ(A)
0

= pµ(A)
1
p ,

‖χA‖p,∞ = sup
t>0

t
1
p (χA)∗(t) = sup

t>0
t
1
pχ[0,µ(A))(t) = µ(A)

1
p .
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En el siguiente resultado veremos que L(p, q) es un espacio vectorial y el funcional ‖.‖p,q
es una cuasi-norma, es decir, cumple la definición de norma excepto por la desigualdad
triangular. Sin embargo esencialmente verifica la desigualdad triangular de la siguiente
manera, existe C ≥ 1 tal que ‖f + g‖p,q ≤ C(‖f‖p,q + ‖g‖p,q).

Teorema 3.19. El espacio de Lorentz L(p, q) es un espacio vectorial y el funcional ‖.‖p,q
es una cuasi-norma.

Demostración: Sean f, g ∈ L(p, q) y α ∈ R, veamos que f + g ∈ L(p, q) y αf ∈ L(p, q).
Supongamos en primer lugar 0 < p, q <∞, entonces aplicando el Teorema 3.9 y haciendo
cambios de variables obtenemos

‖f + g‖p,q =

[∫ ∞
0

(
t
1
p (f + g)∗ (t)

)q dt
t

] 1
q

≤
[∫ ∞

0

(
t
1
p

[
f ∗
(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)])q
dt

t

] 1
q

=

[∫ ∞
0

(
(2u)

1
p [f ∗(u) + g∗(u)]

)q du
u

] 1
q

≤2
1
p

[∫ ∞
0

2q
([
u

1
pf ∗(u)

]q
+
[
u

1
p g∗(u)

]q) du
u

] 1
q

=2
1
p
+1
(
‖f‖qp,q + ‖g‖qp,q

) 1
q ≤ 2

1
p
+1
[
2 máx(‖f‖qp,q , ‖g‖

q
p,q)
] 1
q

≤2
1
p
+ 1
q
+1
(
‖f‖p,q + ‖g‖p,q

)
.

Por tanto f + g ∈ L(p.q). Para ver que αf ∈ L(p, q) basta con utilizar la igualdad
(αf)∗(t) = |α|f ∗(t) del Teorema 3.6, y obtenemos ‖αf‖p,q = |α| ‖f‖p,q. Luego, αf ∈
L(p, q). Si f = 0 en casi todo punto, entonces claramente ‖f‖p,q = 0. Rećıprocamente,
supongamos ‖f‖p,q = 0 entonces f ∗(t) = 0 para todo t ≥ 0, y por tanto f = 0 en casi
todo punto. Supongamos ahora, 0 < p ≤ ∞ y q =∞. Entonces,

‖f + g‖p,∞ = sup
t>0

t
1
p (f + g)∗(t) ≤ sup

t>0
t
1
p

(
f ∗(

t

2
) + g∗(

t

2
)

)
= sup

u>0
(2u)

1
p (f ∗(u) + g∗(u)) ≤ 2

1
p

(
‖f‖p,∞ + ‖g‖p,∞

)
.

Luego f + g ∈ L(p,∞). Análogamente se prueba ‖αf‖p,∞ = |α| ‖f‖p,∞. �

El siguiente resultado, que no se demostrará (véase [9]), es más fuerte que el anterior, este
teorema dice que en algunos casos de p y q el funcional ‖.‖p,q es una norma. Esto depende

de la monotońıa de la función t
q
p
−1, cuando es decreciente ‖.‖p,q es una norma.

Teorema 3.20. Si 1 ≤ q ≤ p o p = q =∞, entonces el funcional ‖.‖p,q es una norma.

En vista de este teorema podemos afirmar que
(
L(p, 1), ‖.‖p,1

)
es un espacio normado.

Ejemplo 3.21. Vamos a probar que
(
L(p,∞), ‖.‖p,∞

)
no es un espacio normado. Conside-

remos A,B ∈M tales que A ⊂ B, a =
(
µ(B)
µ(B)

) 1
p
> 1, y µ(B \A) ≤ µ(A). Ahora tomemos
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las funciones f(x) = aχA(x) + χB\A(x) y g(x) = χA(x) + aχB\A(x). Los reordenamientos
decrecientes de estas funciones son

f ∗(t) = aχ[0,µ(A))(t) + χ[µ(A),µ(B))(t),

g∗(t) = aχ[0,µ(B\A))(t) + χ[µ(B\A),µ(B))(t).

Como consecuencia de estas igualdades obtenemos que ‖f‖p,∞ = ‖g‖p,∞ = µ(B)
1
p . Ahora

bien, f(x) + g(x) = (1 + a)χB(x), y por tanto ‖f + g‖p,∞ = (1 + a)µ(B)
1
p . Entonces,

‖f + g‖p,∞ = (1 + a)µ(B)
1
p > 2µ(B)

1
p = ‖f‖p,∞ + ‖g‖p,∞ .

Es decir, no se cumple la desigualdad triangular.

Ahora vamos a probar una relación de inclusión entre los espacios de Lorentz.

Teorema 3.22. Sea 0 < p < ∞ y 0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞. Entonces existe C > 0 que solo
depende de p, q1 y q2, tal que

‖f‖p,q2 ≤ C ‖f‖p,q1 , (3.8)

y por tanto L(p, q1) ⊂ L(p, q2).

Demostración: Podemos suponer q1 < q2 ya que en otro caso no hay nada que probar.
Vamos a probarlo primero para q2 = ∞, usando que f ∗ es decreciente tenemos que para
cada t > 0

t
1
pf ∗(t) =

(
p

q1

∫ t

0

(
s

1
pf ∗(t)

)q1 ds
s

) 1
q1

≤
(
p

q1

∫ t

0

(
s

1
pf ∗(s)

)q1 ds
s

) 1
q1

≤
(
p

q1

) 1
q1

‖f‖p,q1 .

Entonces, tomando supremo para t > 0 obtenemos ‖f‖p,∞ ≤
(
p
q

) 1
q1 ‖f‖p,q1 . Si q2 < ∞,

entonces usando lo anterior tenemos

‖f‖p,q2 =

(∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗(t)

)r−q1+q1 dt
t

) 1
q2

≤ ‖f‖
1− q1

q2
p,∞ ‖f‖

q1
q2
p,q1

≤

[(
p

q1

) 1
q1

‖f‖p,q1

]1− q1
q2

‖f‖
q1
q2
p,q1 =

(
p

q1

) 1
q1
− 1
q2

‖f‖p,q1 .

�
En el siguiente resultado se expone una propiedad topológica muy importante de los
espacios de Lorentz L(p, q), son completos. La demostración del siguiente resultado puede
encontrarse en [9].

Teorema 3.23. El espacio de Lorentz L(p, q) con la cuasi-norma ‖.‖p,q es completo para
todo 0 < p <∞, 0 ≤ q ≤ ∞.

En particular, L(p, 1) es espacio de Banach para 1 < p <∞.

Teorema 3.24. El conjunto de todas las funciones simples medibles e integrables es denso
en L(p, q) para 0 < p <∞, 0 < q <∞.
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Demostración: Sea f ∈ L(p, q), f ≥ 0, entonces existe una sucesión de funciones simples
{sn} con 0 ≤ sn ↑ f . Aplicando el Teorema 3.4 y la Proposición 3.2 (2) obtenemos

t
q
p
−1(f − sn)∗(t)q ≤ t

q
p
−1
(
f ∗
(
t

2

)
+ s∗n

(
t

2

))q
≤ 2qt

q
p
−1f ∗

(
t

2

)q
.

Y esta última función es integrable en (0,∞) ya que f ∈ L(p, q). Aplicando el teorema de
la convergencia dominada y el Teorema 3.8 obtenemos

ĺım
n→∞

‖f − sn‖qp,q = ĺım
n→∞

∫ ∞
0

(
t
1
p (f − sn)∗(t)

)q dt
t

= 0.

�

3. Operadores de tipo débil restringido

En el siguiente caṕıtulo haremos una interpolación para un cierto operador maximal en
Teoŕıa Ergódica. Para ello, en esta sección introduciremos algunas definiciones importantes
en la teoŕıa de interpolación de operadores, y probaremos un resultado que necesario en
el siguiente caṕıtulo.
Sea T un operador definido en un espacio D de funciones medibles en (X,M, µ) tomando
valores que son funciones medibles en otro espacio (Y,N , ν). Decimos que T es subaditivo
si

|T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)| (3.9)

para casi todo x ∈ X, donde f1, f2 ∈ D.

Definición 3.25. Sea (X,M, µ) un espacio de medida. Si D contiene todas las funciones
simples y todos sus truncamientos, decimos que T es de tipo débil (p, q), con 1 ≤ p ≤ ∞
y 1 ≤ q <∞, si existe una constante C > 0 tal que

µ({x ∈ X : |Tf(x)| > λ}) ≤
(
C

λ
‖f‖p

)q
. (3.10)

para toda f ∈ Lp(µ) ∩ D. Para q = ∞ la desigualdad anterior se remplazaŕıa por la
condición ‖Tf‖∞ ≤ C ‖f‖p.

En vista de esta definición de operador de tipo débil, podemos referirnos al espacio L(q,∞)
como débil-Lq(µ), ya que la desigualdad (3.10) es equivalente a

‖Tf‖q,∞ ≤ C ‖f‖p .

Para probar esta equivalencia basta observemos que, por definición, supλ>0 λµTf (λ)
1
q ≤

C ‖f‖p, luego λµTf (λ)
1
q ≤ C ‖f‖p para todo λ > 0. Esto es equivalente a µ({x ∈ X :

|Tf(x)| > λ}) ≤
(
C
λ
‖f‖p

)q
. Además, como ‖f‖p = ‖f‖p,p y p ≥ 1, entonces por el

Teorema 3.22 tenemos ‖f‖p ≤ C ‖f‖p,1. Por lo tanto un operador T de tipo débil (p, q)
satisface la desigualdad

‖Tf‖q,∞ ≤ C ‖f‖p,1 (3.11)

para toda f ∈ L(p, 1)∩D. Luego, que un operador T satisfaga (3.11) es más débil que el
operador sea de tipo débil (p, q), esto da sentido a la siguiente definición.
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Definición 3.26. Sea (X,M, µ) un espacio de medida. Si D contiene todas las funciones
simples y todos sus truncamientos, decimos que T es de tipo débil restringido (p, q),
con 1 ≤ p <∞ y 1 ≤ q ≤ ∞, si existe una constante C > 0 tal que

‖Tf‖q,∞ ≤ C ‖f‖p,1 (3.12)

para toda f ∈ L(p, 1) ∩D

En el siguiente resultado veremos que para probar que un operador subaditivo T es de
tipo débil restringido (p, q), esencialmente, basta con probar que se verifica la desigualdad
(3.12) para funciones caracteŕısticas de conjuntos de medida finita.

Teorema 3.27. Sea T un operador subaditivo que lleva funciones simples en un espacio
vectorial B con una norma que preserva el orden ‖.‖. Supongamos que existe C > 0 tal
que

‖TχE‖ ≤ C ‖χE‖p,1 ,

para todo E ∈M de medida finita. Entonces existe una constante A > 0 tal que

‖Tf‖ ≤ C ‖f‖p,1 ,

para toda función simple f no negativa en el dominio de T .

Demostración: Sea f ≥ 0 una función simple, perteneciente al dominio de T . Podemos
expresar f de la siguiente manera, f =

∑N
j=1 cjχEj , con c1 > c2 > ... > cN > cN+1 = 0 y

{Ej}Nj=1 disjuntos dos a dos. Definimos fk = bkχFk , donde bk = ck − ck+1 y Fk =
⋃k
j=1Ej.

Entonces tenemos f =
∑N

k=1 fk y por el Ejemplo 3.10 tenemos f ∗ =
∑N

k=1 f
∗
k . Entonces,

‖Tf‖ =

∥∥∥∥∥T
(

N∑
k=1

fk

)∥∥∥∥∥ ≤
N∑
k=1

‖Tfk‖ ≤
N∑
k=1

Cbk ‖χFk‖p,1 = C
N∑
k=1

bk ‖χFk‖p,1 .

Veamos que está última suma es igual a C ‖f‖p,1,

‖f‖p,1 =

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
p,1

=

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

bkχFk

∥∥∥∥∥
p,1

=

∫ ∞
0

t
1
p

(
N∑
k=1

fk

)∗
(t)
dt

t

=

∫ ∞
0

t
1
p

(
N∑
k=1

f ∗k (t)

)
dt

t
=

N∑
k=1

∫ ∞
0

t
1
pf ∗k (t)

dt

t
=

N∑
k=1

‖fk‖p,1

=
N∑
k=1

‖bkχFk‖p,1 =
N∑
k=1

bk ‖χFk‖p,1 .

Por tanto, ‖Tf‖ ≤ C ‖f‖p,1 para funciones simples no negativas del dominio de T . �



Caṕıtulo 4

Convergencia de medias Cesàro α
ergódicas

Sean (X,M, µ) espacio de medida σ-finito y τ : X −→ X una transformación que conserva
la medida. Entonces si definimos el operador T : Lp(µ) −→ Lp(µ), T (f)(x) = f(τ(x)),
como vimos en el Caṕıtulo 1, T es una isometŕıa, es decir, verifica

‖T (f)‖p = ‖f‖p .

Este caṕıtulo tiene como objetivo el estudio de la convergencia (C, α) de las sucesión
{f(τ k(x))}∞k=0 para casi todo x ∈ X. Es decir, queremos estudiar la convergencia en casi
todo punto de las medias de Cesàro de orden α, 0 < α ≤ 1, definidas para cada
función medible f como

Rα
nf(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kT
k(f)(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kf(τ k(x)), (4.1)

donde Aαn = (α+1)...(α+n)
n!

y Aα0 = 1.
En este caṕıtulo veremos que la convergencia en casi todo punto de Rα

nf se dará para
toda f ∈ L( 1

α
, 1). La clave para estudiar la convergencia puntual de las medias de Cesàro

será estudiar su correspondiente función maximal

Mαf(x) = sup
n
Rα
n|f |(x). (4.2)

Primero estudiamos algunas propiedades del operador maximal ergódico Mα. Seguida-
mente probaremos la convergencia en casi todo punto de Rα

nf para toda f ∈ Lp(µ) con
p > 1

α
, que es denso en L( 1

α
, 1); para ello nos hará falta una descomposición de Lp(µ).

Seguidamente se prueba la convergencia en casi todo punto de Rα
nf para toda f ∈ L( 1

α
, 1).

Por último se estudia la convergencia en norma y en medida de las medias Rα
n. El caṕıtulo

finaliza observando que L( 1
α
, 1) es el mayor espacio, en cierto sentido, para el que se tiene

la convergencia en casi todo punto de Rα
nf . En este caṕıtulo se seguirá el art́ıculo de

Broise, Déniel y Derriennic [2] y la tesis de Sarrión [12]

Observemos que R1
n = An yM1 =M, es decir, el caso α = 1 es el estudiado en el Caṕıtulo

1. A lo largo de este caṕıtulo C representará una constante positiva, no necesariamente
la misma cada vez que aparezca.

41
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1. Función maximal ergódica

En esta sección vamos a probar que el operador Mα es de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

) y
de tipo fuerte (∞,∞). Mediante una interpolación podremos probar que Mα es de tipo
fuerte (p, p) para todo 1

α
< p <∞.

Es inmediato ver que este operador maximal es de tipo fuerte (∞,∞). Sea f ∈ L∞(µ),
entonces para casi todo x ∈ X tenemos

Rα
n|f |(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k|f(τ k(x))| ≤ ‖f‖∞
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k = ‖f‖∞ .

Por tanto, tomando supremo en n obtenemos Mαf(x) ≤ ‖f‖∞ en casi todo x ∈ X.
Tenemos entonces,

‖Mαf‖∞ ≤ ‖f‖∞ . (4.3)

En el siguiente resultado probaremos que el operador maximal ergódico es de tipo débil
restringido (p, p) para p ≥ 1

α
.

Teorema 4.1. Sean 0 < α < 1 y τ una transformación que conserva la medida. Entonces
existe C > 0 tal que

‖Mαf‖p,∞ ≤ C ‖f‖p,1 , (4.4)

para toda f ∈ L(p, 1) con 1
α
≤ p <∞.

Demostración: Vamos a probarlo en primer lugar para funciones caracteŕısticas. Sea E
medible con µ(E) < ∞, consideremos f = χE. Supongamos en primer lugar que p > 1

α
.

Aplicando la desigualdad de Hölder con exponentes conjugados p y p′, tenemos

Rα
nχE(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kχE(τ k(x))

≤ 1

Aαn

(
n∑
k=0

(Aα−1n−k)
p′

) 1
p′
(

n∑
k=0

χE(τ k(x))

) 1
p

.

Estimemos el primer término,
n∑
k=0

(Aα−1n−k)
p′ =

n∑
k=0

(Aα−1k )p
′
= 1 +

n∑
k=1

(Aα−1k )p
′

≤1 + C

n∑
k=1

k(α−1)p
′ ≤ 1 + C

∫ n

0

x(α−1)p
′
dx

=1 +
C

(α− 1)p′ + 1

[
n(α−1)p′+1 − 0

]
≤Cn(α−1)p′+1

En la última desigualdad hemos usado que p > 1
α

, y por tanto (α − 1)p′ + 1 > 0. Por
tanto,

Rα
nχE(x) ≤ C

Aαn
n

(α−1)p′+1

p′

(
n∑
k=0

χE(τ k(x))

) 1
p

≤ C

nα
n
α−1+ 1

p′

(
n∑
k=0

χE(τ k(x))

) 1
p

=
C

n
1
p

(
n∑
k=0

χE(τ k(x))

) 1
p

≤ C

(
1

n+ 1

n∑
k=0

χE(τ k(x))

) 1
p

.
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Luego, Rα
nχE(x) ≤ C(M1χE(x))

1
p , y tomando supremo en n obtenemos la siguiente re-

lación entre las funciones maximales MαχE(x) ≤ C(M1χE(x))
1
p . Entonces, usando la

desigualdad débil de tipo (1, 1) (Teorema 1.5) para el operador maximal ergódico M1,
obtenemos

‖MαχE‖p,∞ = sup
t>0

t(µ({x ∈ X :MαχE(x) > t}))
1
p

≤ sup
t>0

t(µ({x ∈ X : (M1χE(x))
1
p > t}))

1
p

= sup
t>0

t(µ({x ∈ X :M1χE(x) > tp}))
1
p

≤ sup
t>0

t(
C

tp
‖χE‖1)

1
p = Cµ(E)

1
p = C ‖χE‖p,1 .

Hemos probado entonces ‖MαχE‖p,∞ ≤ C ‖χE‖p,1, para p > 1
α

.

Observemos que esta misma demostración no funciona para el caso p = 1
α

, ya que hemos
necesitado que (α−1)p′+1 > 0. Sean p = 1

α
y x ∈ X fijo. Vamos a utilizar la desigualdad

de Hardy-Littlewood con f(k) = Aα−1n−k y g(k) = χE(τ k(x)). La reordenada de una sucesión
{an} es permutar la sucesión {|an|} de forma decreciente, como vimos en el Ejemplo 3.11.
Por tanto como −1 < α− 1 ≤ 0, entonces {Aα−1k }∞k=1 es decreciente, y es igual a f ∗.

Rα
nχE(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kχE(τ k(x)) ≤ 1

Aαn

n∑
k=0

f ∗(k)g∗(k)

=
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1k g∗(k) ≤ 1

Aαn

lx∑
k=0

Aα−1k

≤C lαx
Aαn
≤ C

(
lx

n+ 1

)α
=C

(
1

n+ 1

n∑
k=0

χE(τ k(x))

)α

≤ (M1χE(x))α

donde lx = #({k ∈ {1, ..., n} : χE(τ k(x)) = 1})−1. Por tanto, tomando supremo tenemos

MαχE(x) ≤ C(M1χE(x))α = C(M1χE(x))
1
p .

Análogamente al caso anterior obtenemos que ‖MαχE‖ 1
α
,∞ ≤ C ‖χE‖ 1

α
,1.

Una vez probado para funciones caracteŕısticas, del Teorema 3.27 se obtiene que

‖Mαs‖p,∞ ≤ C ‖s‖p,1
para toda función simple s, con p > 1

α
.

Sea f ∈ L(p, 1), con f ≥ 0, entonces por el Teorema 3.24 existe una sucesión de funciones
simples {sk} tales que 0 ≤ sk ↑ f . Tenemos,

Rα
nf(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kf(τ k(x)) =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k ĺım
j→∞

sj(τ
k(x))

= ĺım
j→∞

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−ksj(τ
k(x)) ≤ ĺım

j→∞
Mαsj(x).
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Tomando supremo en n, obtenemos Mαf(x) ≤ ĺım
j→∞
Mαsj(x). Además, como sj(x) ≤

f(x) para todo j, tenemos Mαsj(x) ≤ Mαf(x), para cada j. Por tanto, obtenemos la
igualdad

Mαf(x) = ĺım
j→∞
Mαsj(x)

Ahora, aplicando el Teorema 3.8 y el Teorema de la convergencia monótona, podemos
concluir

‖Mαf‖p,∞ =

∥∥∥∥Mα( ĺım
j→∞

sj)

∥∥∥∥
p,∞

=

∥∥∥∥ ĺım
j→∞
Mαsj

∥∥∥∥
p,∞

= ĺım
j→∞
‖Mαsj‖p,∞ ≤ ĺım

j→∞
C ‖sj‖p,1

=C

∥∥∥∥ ĺım
j→∞

sj

∥∥∥∥
p,1

= C ‖f‖p,1 .

En el caso general basta aplicar lo anterior a f+ y f−. �

Ahora tenemos que Mα es de tipo fuerte (∞,∞) y de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

),
entonces mediante una interpolación (caso particular del Teorema de Marcinkiewicz, véase
[1]) vamos a obtener que es de tipo fuerte (p, p) para 1

α
< p <∞.

Teorema 4.2. Sean τ una transformación que conserva la medida, 0 < α ≤ 1. Entonces
para p > 1

α
tenemos

‖Mαf‖p ≤ Cα,p ‖f‖p (4.5)

para toda f ∈ Lp(µ). Es decir, Mα es de tipo fuerte (p, p) para p > 1
α

.

En primer lugar vamos a dar una demostración clásica de este resultado, adaptada al
operador maximal ergódicoMα, para la cual vamos a necesitar la desigualdad de Hardy,
que probaremos en el siguiente Lema.

Lema 4.3. Sea h una función positiva y decreciente en (0,∞), q ≥ 1 y r > 0. Entonces(∫ ∞
0

(∫ t

0

h(u)du

)q
t−r−1dt

) 1
q

≤
(q
r

)(∫ ∞
0

(uh(u))q u−r−1du

) 1
q

. (4.6)

Demostración: Vamos a aplicar la desigualdad de Jensen, con ϕ(t) = |t|q que es convexa
en R. Y considerando la medida dµ(u) = u

r
q
−1du, con la cual, la medida del intervalo

(0, t) es
(
q
r

)
t
r
q . Obtenemos aśı,

(∫ t

0

h(u)du

)q
=

(∫ t

0

h(u)u1−
r
qu

r
q
−1du

)q
≤
(q
r

)q−1
tr−

r
q

∫ t

0

h(u)quq−r−1+
r
q du.

Por lo tanto, aplicando esta estimación y el Teorema de Tonelli, obtenemos



CAPÍTULO 4. CONVERGENCIA DE MEDIAS CESÀRO α ERGÓDICAS 45

∫ ∞
0

(∫ t

0

h(u)du

)q
t−r−1dt ≤

(q
r

)q−1 ∫ ∞
0

t−1−
r
q

(∫ t

0

h(u)quq−r−1+
r
q du

)
dt

=
(q
r

)q−1 ∫ ∞
0

(uh(u))q u−r−1+
r
q

(∫ ∞
u

t−1−
r
q dt

)
du

=
(q
r

)q ∫ ∞
0

(uh(u))q u−r−1du.

�

Demostración del Teorema 4.2: En esta demostración vamos a adaptar la prueba del
Teorema de Marcinkiewicz en espacios de Lorentz de Richard Hunt [8] a nuestro caso en
Teoŕıa Ergódica. Sea p > 1

α
y f ∈ Lp(µ). Entonces por lo probado anteriormente tenemos

‖Mαf‖ 1
α
,∞ ≤C ‖f‖ 1

α
,1 (4.7)

‖Mαf‖∞ ≤‖f‖∞ . (4.8)

Observemos que (4.7) es equivalente a

tα (Mαf)∗ (t) ≤ C ‖f‖ 1
α
,1 (4.9)

para todo t > 0. Para cada t > 0, consideremos las funciones

f t(x) =

{
f(x) si |f(x)| > f ∗(t)

0 si |f(x)| ≤ f ∗(t)
,

ft(x) =

{
f(x) si |f(x)| ≤ f ∗(t)

0 si |f(x)| > f ∗(t)
.

Podemos escribir f(x) = f t(x) + ft(x). Además, aplicando la Proposición 3.6 (4) y (6),
obtenemos (

f t
)∗

(s) ≤

{
f ∗(s) si 0 < s < t

0 si s ≥ t
, (4.10)

(ft)
∗ (s) ≤

{
f ∗(t) si 0 < s < t

f ∗(s) si s ≥ t
. (4.11)

Como Mα es subaditivo, entonces para casi todo x ∈ X tenemos

Mαf(x) =Mα(f t + ft)(x) ≤Mαf
t(x) +Mαft(x).

Entonces aplicando el Corolario 3.5 (2) y el Teorema 3.9 obtenemos,

(Mαf)∗ (2s) ≤
(
Mαf

t +Mαft
)∗

(2s) ≤
(
Mαf

t
)∗

(s) + (Mαft)
∗ (s) (4.12)

para cada s > 0. Ahora utilizando (4.12) y (4.9) obtenemos

(Mαf)∗ (2s) ≤
(
Mαf

t
)∗

(s) + (Mαft)
∗ (s)

=t−α
[
tα
(
Mαf

t
)∗

(s)
]

+ (Mαft)
∗ (s)

≤t−αC
∥∥f t∥∥ 1

α
,1

+ (Mαft)
∗ (0)

=Ct−α
∥∥f t∥∥ 1

α
,1

+ ‖Mαft‖∞
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para cada s > 0. Entonces aplicando el Teorema 3.12 y la desigualdad triangular de
Minkowski

‖Mαf‖p =

(∫ ∞
0

(Mαf)∗ (t)pdt

) 1
p

= 2
1
p

(∫ ∞
0

(Mαf)∗ (2t)pdt

) 1
p

≤2
1
p

(∫ ∞
0

(
Ct−α

∥∥f t∥∥ 1
α
,1

+ ‖Mαft‖∞
)p
dt

) 1
p

≤2
1
pC

(∫ ∞
0

t−αp
∥∥f t∥∥p1

α
,1
dt

) 1
p

+ 2
1
p

(∫ ∞
0

‖Mαft‖p∞ dt
) 1

p

.

Estudiemos cada sumando por separado, para estimar el primer sumando vamos a usar
(4.10) y la desigualdad de Hardy (Lema 4.3)∫ ∞

0

t−αp
∥∥f t∥∥p1

α
,1
dt =

∫ ∞
0

t−αp
(∫ ∞

0

sα−1
(
f t
)∗

(s)ds

)p
dt

≤
∫ ∞
0

t−αp
(∫ t

0

sα−1f ∗(s)ds

)p
dt

≤
(

p

αp− 1

)p ∫ ∞
0

(sαf ∗(s))p s−αpds

=

(
p

αp− 1

)p ∫ ∞
0

f ∗(s)pds.

Para estimar el segundo sumando, usamos (4.8) y (4.11) obtenemos

‖Mαft‖∞ ≤ ‖ft‖∞ ≤ f ∗(t).

Por tanto, ∫ ∞
0

‖Mαft‖p∞ dt ≤
∫ ∞
0

f ∗(t)pdt.

Juntando estas dos estimaciones y usando (3.5) obtenemos

‖Mαf‖p ≤2
1
pC

(∫ ∞
0

t−αp
∥∥f t∥∥p1

α
,1
dt

) 1
p

+ 2
1
p

(∫ ∞
0

‖Mαft‖p∞ dt
) 1

p

≤2
1
p

[
C

(
p

αp− 1

)
+ 1

](∫ ∞
0

f ∗(t)pdt

) 1
p

= Cα,p ‖f‖p .

�

Vamos a dar otra demostración más “sencilla” del Teorema 4.2, para ello seguiremos la
prueba de Terence Tao del Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz (veáse [16]). Esta
prueba se basa en la discretización de (3.5), es decir, si f ∈ Lp(µ), entonces

‖f‖pp '
∑
n∈Z

2npµf (2
n). (4.13)

Esto significa que existen dos constantes A1, A2 > 0 tales que

A1

∑
n∈Z

2npµf (2
n) ≤ ‖f‖pp ≤ A2

∑
n∈Z

2npµf (2
n).
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Demostración del Teorema 4.2: Sea f simple medible, consideremos la siguiente descom-
posición, fm = fχFm donde Fm = {x ∈ X : 2m < |f(x)| ≤ 2m + 1} para cada m ∈ Z.
Entonces f =

∑
m∈Z fm. Como f =

∑n
k=1 akχAk , entonces existen m1, ...,mn ∈ Z tales

que para cada j ∈ {1, ..., n} se verifica 2mj < |aj| ≤ 2mj+1. Es decir, si m /∈ {m1, ...,mn}
entonces fm ≡ 0. Hemos probado que como f es simple, entonces fm = 0 salvo para un
número finito de m.
Sea k > 1, consideremos β = 1−αp

k
< 0. Definimos los coeficientes C̃n,m = 2β|n−m|, que

verifican ∑
n∈Z

C̃n,m =
∑
m∈Z

C̃n,m =
∑
n∈Z

2β|n−m| ≤ 2
∞∑
j=0

2βj <∞

Sean ε =
(

2
∑∞

j=0 2βj
)−1

y Cn,m = εC̃n,m. Entonces, estos nuevos coeficientes verifican∑
n∈Z

Cn,m =
∑
m∈Z

Cn,m ≤ 1. (4.14)

En vista de (4.13) sabemos que existe una constante A > 0 tal que

‖Mαf‖pp ≤ A
∑
n∈Z

2npµ({x ∈ X :Mαf(x) > 2n}).

Sea En = {x ∈ X :Mαf(x) > 2n} para cada n ∈ Z. Si x ∈ En,

2n <Mαf(x) ≤
∑
m∈Z

Mαfm(x).

Por otra parte, aplicando (4.14) tenemos
∑

m∈ZCn,m ≤ 2n, juntando ambas desigualdades

2n
∑
m∈Z

Cn,m <
∑
m∈Z

Mαfm(x).

Por tanto, para algún m ∈ Z se tiene Mαfm(x) > 2nCn,m, lo que prueba la inclusión

{x ∈ X :Mαf(x) > 2n} ⊂
⋃
m∈Z

{x ∈ X :Mαfm(x) > 2nCn,m}.

Aplicando la subaditividad de µ obtenemos

µ({x ∈ X :Mαf(x) > 2n}) ≤
∑
m∈Z

µ({x ∈ X :Mαfm(x) > 2nCn,m}). (4.15)

Como |fm(x)| ≤ 2m+1 para todo x ∈ X, entonces aplicando (4.3) obtenemos la acotación
de su maximal,

‖Mαfm‖∞ ≤ ‖fm‖∞ ≤ 2m+1,

y por tanto Mαfm(x) ≤ 2m+1 en casi todo x ∈ X.
Supongamos que µ({x ∈ X : Mαfm(x) > 2nCn,m}) > 0, entonces existe algún x ∈ X
tal que Mαfm(x) > 2mCn,m y Mαfm(x) ≤ 2m+1. De estas dos desigualdades podemos
concluir, 2nCn,m ≤ 2m+1, entonces Cn,m ≤ 2(2m−n). Es decir, la suma de (4.15) se puede
restringir a los m en el conjunto In = {m ∈ Z : Cn,m ≤ 2(2m−n)},

µ({x ∈ X :Mαf(x) > 2n}) ≤
∑
m∈In

µ({x ∈ X :Mαfm(x) > 2nCn,m}). (4.16)
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Además, usando la desigualdad de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

), obtenemos

µ({x ∈ X :Mαfm(x) > 2nCn,m}) ≤
C

(2nCn,m)
1
α

‖fm‖
1
α
1
α
,1

≤ C

(2nCn,m)
1
α

2(m+1) 1
αµ(Fm)

≤2
1
αC

(
2m

2nCn,m

) 1
α

µ(Fm).

Entonces, juntando estas estimaciones y aplicando el Teorema de Fubini para series ob-
tenemos

‖Mαf‖pp ≤A
∑
n∈Z

2npµ(En)

≤A
∑
n∈Z

2np
∑
m∈In

µ({x ∈ X :Mαfm(x) > 2nCn,m})

≤A
∑
n∈Z

2np
∑
m∈In

2
1
αC

(
2m

2nCn,m

) 1
α

µ(Fm)

=Ã
∑
m∈Z

2mpµ(Fm)

(∑
n∈Am

2(m−n) 1
α

(Cn,m)
1
α

2(n−m)p

)
,

donde Am = {n ∈ Z : Cn,m ≤ 2(2m−n)}. Vamos a probar que la suma interior está acotada
por una constante que no depende de m. Observemos que en vista de la definición de los
coeficientes Cn,m tenemos

∑
n∈Am

2(m−n) 1
α

(Cn,m)
1
α

2(n−m)p =
∑
n∈Am

2(m−n)( 1
α
−p)

(ε2β|n−m|)
1
α

=
1

ε
1
α

∑
n∈Am

2(m−n)( 1
α
−p)

2|n−m|(
1
α
−p) 1

k

.

Supongamos en primer lugar que n−m ≥ 0, es decir, m ≤ n. En este caso,

∑
n∈Am

2(m−n)( 1
α
−p)

2|n−m|(
1
α
−p) 1

k

=
∑
n∈Am

2(m−n)( 1
α
−p)

2(n−m)( 1
α
−p) 1

k

=
∑
n∈Am

2(m−n)(1+ 1
k
)( 1
α
−p).

Sea n ∈ Am tal que n ≥ m, esto es, Cn,m = ε2β(n−m) < 2(2m−n) y por tanto, 2
1
k
(1−αp)(n−m) ≤

2
ε
2m−n. Obtenemos entonces la acotación, 2(n−m)[ 1−αpk +1] ≤ 2

ε
. Sea γ = 1−αp

k
+1, y tomemos

k suficientemente grande para que γ > 0. Luego, 2γ(n−m) ≤ 2
ε
, y por tanto existe L fijo,

tal que (n−m) ≤ L, es decir, n ≤ m+ L. Aśı que,

∑
n∈In

2(m−n)(1+ 1
k
)( 1
α
−p) ≤

m+L∑
n=m

2(m−n)(1+ 1
k
)( 1
α
−p) =

L∑
j=0

2−j(1+
1
k
)( 1
α
−p)

=
L∑
j=0

2j(1+
1
k
)(p− 1

α
) = K <∞,

con K1 una constante independiente de m.
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Supongamos ahora que n ≤ m, entonces

∑
n∈Am

2(m−n)( 1
α
−p)

2|n−m|(
1
α
−p) 1

k

=
∑
n∈Am

2(m−n)(1− 1
k
)( 1
α
−p) ≤

∞∑
j=0

2j(1−
1
k
)( 1
α
−p)

=
∞∑
j=0

(
2(1− 1

k
)( 1
α
−p)
)j

= K2 <∞,

donde la última serie es convergente porque es una serie geométrica y como p > 1
α

entonces

2(1− 1
k
)( 1
α
−p) < 1, y por tanto K2 es una constante independiente de m. Usando de nuevo

(4.13), podemos concluir,

‖Mαf‖pp ≤Ãε
− 1
α (K1 +K2)

∑
m∈Z

2mpµ(Fm)

=Ãε−
1
α (K1 +K2)

∑
m∈Z

2mpµf (2
m)

≤B ‖f‖pp .

Hemos probado que existe B > 0 tal que para toda f ∈ Lp(µ) simple con p > 1
α

se tiene
‖Mαf‖pp ≤ B ‖f‖pp. Si f ≥ 0 en Lp(µ), entonces existe una sucesión de funciones simples
{sk} tales que 0 ≤ sk ↑ f , y podemos concluir

‖Mαf‖p =
∥∥∥Mα( ĺım

k→∞
sk)
∥∥∥
p

=
∥∥∥ ĺım
k→∞
Mαsk

∥∥∥
p

= ĺım
k→∞
‖Mαsk‖p ≤ B ĺım

k→∞
‖sk‖p

=B
∥∥∥ ĺım
k→∞

sk

∥∥∥
p

= B ‖f‖p .

�

2. Convergencia en casi todo punto

2.1. Descomposición de Lp(µ)

Sea τ una transformación que conserva la medida, y T : Lp(µ) −→ Lp(µ), T (f)(x) =
f(τ(x)). Definimos los siguientes conjuntos

A = {f ∈ Lp(µ)/T (f) = f}, B = {f − T (f)/f ∈ Lp(µ) simple }.

La siguiente descomposición será necesaria a la hora de probar la convergencia en casi
todo punto de Rα

nf para cada f ∈ Lp(µ) con p > 1
α

.

Proposición 4.4. Lp(µ) = A
⊕

B, es decir, A
⊕

B es denso en Lp(µ).

Demostración: Veamos en primer lugar que A ∩ B = {0}. Sea g ∈ A ∩ B, como g ∈ A,
entonces tenemos Ang = g para todo n, y por tanto Ang −→ g en todo punto. Por otra
parte, como g ∈ B, entonces g = f − Tf para una cierta función simple f ∈ Lp(µ). Por
tanto,

Ang = An(f − Tf) = 1
n+1

f − 1
n+1

T n+1f .
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El primer sumando tiende a 0 en casi todo punto. Estudiemos el segundo sumando, veamos
que ĺım

n→∞
Tnf
n

= 0 en casi todo punto. Para ello veamos que la siguiente integral es finita:

∫
X

∞∑
k=1

∣∣∣∣T kfk
∣∣∣∣p dµ =

∞∑
k=1

1

kp

∫
X

∣∣T kf ∣∣p dµ =
∞∑
k=1

1

kp
∥∥T kf∥∥p

p

= ‖f‖pp
∞∑
k=1

1

kp
<∞,

pues f ∈ Lp(µ) y p > 1. Luego, la suma es finita en casi todo punto, y por tanto el termino
general tiende a cero. Hemos probado aśı ĺım

n→∞
Tnf
n

= 0. Tenemos entonces, Ang −→ 0 y

Ang −→ g en casi todo punto, esto implica g = 0 en casi todo punto.

Para probar LP (µ) = A
⊕

B vamos a utilizar la siguiente consecuencia del teorema de
Hanh-Banach (véase [5]).

Sea Y un subespacio de un espacio normado X. Si Y no es denso en X, entonces existe
un funcional x∗ 6= 0 tal que x∗(y) = 0 para todo y ∈ Y .

Tomemos A
⊕

B como subespacio de Lp(µ), y supongamos por reducción al absurdo que
no es denso en Lp(µ). Entonces existe L : Lp(µ) −→ R lineal y continua tal que L(h) = 0
para toda h ∈ A

⊕
B y L 6= 0. Es decir, existe f ∈ Lp(µ) tal que L(f) 6= 0.

Sea s ∈ Lp(µ) una función simple. Entonces s − Ts ∈ B, y por tanto 0 = L(s − Ts) =
L(s) − L(Ts), luego L(s) = L(Ts). Por inducción podemos probar que L(s) = L(T ks)
para todo k ∈ N, luego L(Ans) = L(s) para todo n. Como Ans converge en Lp(µ) a una
cierta función invariante s̃, entonces L(Ans) −→ L(s̃). Y como L(Ans) = L(s), entonces
L(s) = L(s̃). Además, como s̃ es invariante, tenemos s̃ ∈ A, y por tanto L(s̃) = 0. Es
decir, L(s) = 0 para toda función simple en Lp(µ).

Sea f ∈ Lp(µ). Entonces existe una sucesión {sk} de funciones simples tal que sk −→ f
en Lp(µ). Tenemos entonces L(sk) −→ L(f). Pero como L(sk) = 0 para todo k, entonces
necesariamente L(f) = 0. Por lo tanto acabamos de probar que L(f) = 0 para toda
f ∈ Lp(µ), lo cual es una contradicción. Por tanto A

⊕
B es denso en Lp(µ). �

2.2. Convergencia en Lp(µ)

Teorema 4.5. Sean 0 < α ≤ 1 y τ : X −→ X una transformación que conserva la me-
dida. Si f ∈ Lp(µ) con 1

α
< p < ∞, entonces Rα

nf(x) = 1
Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−kf(τ k(x)) converge

en casi todo punto.

Demostración: En vista de la descomposición de Lp(µ), en primer lugar estudiemos la
convergencia en casi todo punto de funciones de A

⊕
B. Sea f ∈ A, entonces

Rα
nf(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kf(τ(x)) = f(x)
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k = f(x),

que converge a f(x) para todo x ∈ X.
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Sea g ∈ B. Veamos que Rα
ng converge a 0 en casi todo punto. Como g ∈ B, entonces existe

una función simple f ∈ Lp(µ) tal que g = f − Tf . Estudiemos primero el caso f = χA
para A un conjunto medible de medida finita. Vamos a probar

ĺım
n→∞

Rα
n(f − Tf) = 0 en casi todo punto. (4.17)

En esta parte de la demostración vamos a seguir la tesis de Sarrión [12]. Para la demos-
tración de (4.17), expresaremos Rα

n(f − Tf) como suma de tres términos, y estudiaremos
la convergencia en casi todo punto de cada uno de ellos por separado. Tenemos

Rα
n(f − Tf)(x) =

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k
(
T kf(x)− T k+1f(x)

)
=

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kT
kf(x)− 1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kT
k+1f(x)

=
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kT
kf(x)− 1

Aαn

n+1∑
k=1

Aα−1n+1−kT
k+1f(x)

=
Aα−1n

Aαn
f(x)− T n+1f(x)

Aαn
+

n∑
k=1

(
Aα−1n−k − A

α−1
n+1−k

Aαn

)
T kf(x)

=
Aα−1n

Aαn
f(x)− T n+1f(x)

Aαn
+

1− α
Aαn

n∑
k=1

Aα−1n−k

n+ 1− k
T kf(x)

=An(x)−Bn(x) + Cn(x).

En la penúltima igualdad hemos usado la siguiente propiedad de los coeficientes de Cesàro
Aαn − Aαn−1 = Aα−1n , para expresar el termino general de la de Cn(x) como

Aα−1n−k − A
α−1
n+1−k =− Aα−2n+1−k

=− (α− 1)α(α + 1)...(α− 1 + n− k)

(n+ 1− k)(n− k)!

=− α− 1

n+ 1− k
· α(α + 1)...(α− 1 + n)

(n− k)!

=
1− α

n+ 1− k
Aα−1n−k.

Estudiemos el término An(x)

An(x) =Aα−1n

1

Aαn
f(x)

=
α(α + 1)...(α− 1 + n)

n!
· n!

(α + 1)...(α + n)
f(x)

=
α

α + n
f(x)

Por tanto, ĺım
n→∞

An(x) = 0 para todo x ∈ X. Para probar que ĺım
n→∞

Bn(x) = 0 en casi todo

x ∈ X, haremos un argumento similar al que hiciemos en la prueba de la Proposición 4.4,
es decir, veremos que la siguiente integral es finita.
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∫
X

∞∑
k=1

|Bk(x)|p dµ(x) =

∫
X

∞∑
k=1

∣∣∣∣T n+1f(x)

Aαn

∣∣∣∣p dµ(x)

=
∞∑
k=1

1

(Aαn)p

∫
X

∣∣T k+1f(x)
∣∣p dµ(x)

= ‖f‖pp
∞∑
k=1

1

(Aαn)p

≤Cα ‖f‖pp
∞∑
k=1

1

kαp
<∞

ya que p > 1
α

y f ∈ Lp(µ). Por tanto, ĺım
n→∞

Bn(x) = 0 en casi todo x ∈ X.

Por último,

Cn(x) =
1− α
Aαn

n∑
k=1

Aα−1n−k

n+ 1− k
T kf(x)

=
n∑
k=1

(
1− α

n+ 1− k

)
T kf(x)

Aα−1n−k

Aαn

≤

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k
(
T kf(x)

)r] 1
r

·

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k

(
1− α

n+ 1− k

)r′] 1
r′

=

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k
(
χA(τ k(x))

)r] 1
r

·

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k

(
1− α

n+ 1− k

)r′] 1
r′

=

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kχA(τ k(x))

] 1
r

·

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k

(
1− α

n+ 1− k

)r′] 1
r′

=

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−kT
kf(x)

] 1
r

·

[
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k

(
1− α

n+ 1− k

)r′] 1
r′

≤ (Mαf(x))
1
r ·

(
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k

(
1− α

n+ 1− k

)r′) 1
r′

,

donde en la primera desigualdad hemos usado la desigualdad de Hölder con exponentes

conjugados 1 < r, r′ <∞, con la siguiente medida sobre {0, ..., n}, ν({k}) =
Aα−1
n−k
Aαn

.

Por tanto, como Mαf es finita en casi todo punto ya que f ∈ Lp(µ) con p > 1
α

, para
obtener ĺım

n→∞
Cn(x) = 0 en casi todo punto, basta con probar que

ĺım
n→∞

1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1n−k

(
1− α

n+ 1− k

)r′
= 0. (4.18)

Observemos que Aαn ↑ ∞ cuando n→∞, y que
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∑n+1
k=0 A

α−1
n+1−k

(
1−α
n+2−k

)r′ −∑n
k=0A

α−1
n−k
(

1−α
n+1−k

)r′
Aαn+1 − Aαn

=
Aα−1n+1

(
1−α
n+2

)r′
Aαn+1 − Aαn

=
Aα−1n+1

(
1−α
n+2

)r′
Aα−1n

(
α+1
n+1

)
=

(
1− α
n+ 2

)r′ (
n+ 1

α + 1

)
α(α + 1)...(α + n)

(n+ 1)!
· n!

α(α + 1)...(α + n− 1)

=

(
1− α
n+ 2

)r′ (
n+ 1

α + 1

)
n+ α

n+ 1
= Cα

n+ α

(n+ 2)r′
−→ 0,

ya que r′ > 1. Entonces, aplicando el Criterio de Stolz tenemos que ĺım
n→∞

Cn(x) = 0 en

casi todo x ∈ X.
Hemos probado entonces ĺım

n→∞
Rα
n(f − Tf) = 0 en casi todo punto para f = χA. Sea

f =
∑N

k=1 bkχAk ∈ Lp(µ) una función simple. Por la linealidad de las medias de Cesàro
de orden α tenemos

Rα
n(f − Tf)(x) =Rα

n

(
N∑
k=1

bkχAk(x)−
N∑
k=1

bkχAk(τ(x))

)

=
N∑
k=1

bkR
α
n (χAk(x)− χAk(τ(x))) .

Como para cada k ∈ {1, ..., N}, hemos probado que ĺım
n→∞

Rα
n (χAk(x)− χAk(τ(x))) = 0

para casi todo x ∈ X, entonces ĺım
n→∞

Rα
n(f − Tf)(x) = 0 para casi todo x ∈ X.

Hemos probado que si f ∈ A
⊕

B, entonces Rα
nf converge en casi todo punto. Sean

f ∈ Lp(µ) y ε > 0. Entonces como A
⊕

B es denso en Lp(µ), existe F ∈ A
⊕

B tal que

‖f − F‖p < ε
1
p . Definimos entonces H = f − F , y tenemos f = F + H, con F ∈ A

⊕
B

y ‖H‖p < ε
1
p .

Para probar que {Rα
nf(x)}∞n=1 converge para casi todo x ∈ X, veremos que {Rα

nf(x)}∞n=1

es de Cauchy en casi todo punto. Para cada γ > 0 definimos

Eγ = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
n,m≥N

|Rα
nf(x)−Rα

mf(x)| > γ}.

Veamos que µ(Eγ) = 0 para todo γ > 0. Como f = F +H, por la linealidad de las medias
de Cesàro tenemos

Rα
nf(x)−Rα

mf(x) = (Rα
nF (x)−Rα

mF (x)) + (Rα
nH(x)−Rα

mH(x)) .

Además, como F ∈ A
⊕

B, entonces Rα
nF converge salvo en un conjunto de medida nula

N , y por tanto es de Cauchy en casi todo punto, tenemos entonces

Eγ ⊂ E ′γ = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
n,m≥N

|Rα
nH(x)−Rα

mH(x)| > γ} ∪N.
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Por tanto,

µ(Eγ) ≤ µ(E ′γ) ≤µ({x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
n,m≥N

|Rα
nH(x)−Rα

mH(x)| > γ})

≤µ({x ∈ X : 2 sup
n
|Rα

nH(x)| > γ})

≤µ({x ∈ X :MαH(x) >
γ

2
})

≤2p

γp
‖MαH‖pp ≤

(
2C

γ
‖H‖p

)p
<

(
2C

γ

)p
ε.

En la penúltima desigualdad hemos usado la desigualdad de tipo fuerte (p, p) para el
operador Mα, ya que p > 1

α
(Teorema 4.2). Como esto es válido para todo ε > 0,

entonces µ(Eγ) = 0 para todo γ > 0. Por tanto, {Rα
nf(x)}∞n=1 es de Cauchy para casi todo

x ∈ X, y como R es completo, entonces {Rα
nf}∞n=1 converge en casi todo punto. �

2.3. Convergencia en L( 1
α , 1)

Teorema 4.6. Sean 0 < α ≤ 1 y τ : X −→ X una transformación que conserva la
medida. Si f ∈ L( 1

α
, 1), entonces Rα

nf(x) = 1
Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−kf(τ k(x)) converge en casi todo

punto.

Demostración: Sea p tal que p > 1
α

, definimos el operador T : Lp(µ) −→ Lp(µ), Tf(x) =
f(τ(x)). Sea ε > 0 y f ∈ L( 1

α
, 1), como L( 1

α
, 1) ∩ Lp(µ) es denso en L( 1

α
, 1), podemos

escribir f = F +H con F ∈ L( 1
α
, 1) ∩ Lp(µ) y ‖H‖p < εα.

Para probar que {Rα
nf(x)}∞n=1 converge para casi todo x ∈ X, veremos que {Rα

nf(x)}∞n=1

es de Cauchy en casi todo punto. Para cada γ > 0 definimos

Eγ = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
n,m≥N

|Rα
nf(x)−Rα

mf(x)| > γ}.

Veamos que µ(Eγ) = 0 para todo γ > 0. Como f = F +H, por la linealidad de las medias
de Cesàro tenemos

Rα
nf(x)−Rα

mf(x) = (Rα
nF (x)−Rα

mF (x)) + (Rα
nH(x)−Rα

mH(x)) .

Además, como F ∈ Lp(µ), por el Teorema 4.5 tenemos que Rα
nF converge salvo en un

conjunto de medida nula Y , y por tanto es de Cauchy en casi todo punto, entonces tenemos

Eγ ⊂ E ′γ = {x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
n,m≥N

|Rα
nH(x)−Rα

mH(x)| > γ} ∪ Y.

Por tanto,

µ(Eγ) ≤ µ(E ′γ) ≤µ({x ∈ X : ĺım
N→∞

sup
n,m≥N

|Rα
nH(x)−Rα

mH(x)| > γ})

≤µ({x ∈ X : 2 sup
n
|Rα

nH(x)| > γ})

≤µ({x ∈ X :MαH(x) >
γ

2
}).

De la desigualdad de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

),

‖MαH‖ 1
α
,∞ ≤ C ‖H‖ 1

α
,1



CAPÍTULO 4. CONVERGENCIA DE MEDIAS CESÀRO α ERGÓDICAS 55

podemos obtener que para todo t > 0 se tiene

µ({x ∈ X :MαH(x) >
t

2
}) ≤

(
2C

t
‖H‖ 1

α
,1

) 1
α

. (4.19)

Por tanto,

µ(Eγ) ≤ µ(E ′γ) ≤µ({x ∈ X :MαH(x) >
γ

2
})

≤
(

2C

γ
‖H‖ 1

α
,1

) 1
α

≤
(

2C

γ

) 1
α

ε.

Como esto es válido para todo ε > 0, entonces µ(Eγ) = 0 para todo γ > 0. Por tan-
to, {Rα

nf(x)}∞n=1 es de Cauchy para casi todo x ∈ X, y como R es completo, entonces
{Rα

nf}∞n=1 converge en casi todo punto. �

3. Convergencia en norma y en medida

El objetivo de esta sección es probar la convergencia en norma y en medida de las medias
Rα
nf . En primer lugar probaremos la convergencia en Lp(µ) utilizando que el operador
Mα es de tipo fuerte (p, p) para 1

α
< p <∞.

Teorema 4.7. Sean 0 < α ≤ 1, 1
α
< p < ∞ y τ : X −→ X una transformación que

conserva la medida. Entonces Rα
nf(x) = 1

Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−kf(τ k(x)) converge en Lp(µ) para

toda f ∈ Lp(µ).

Demostración: Sea f ∈ Lp(µ), entonces por el Teorema 4.5 tenemos que existe f ∗ tales que
Rα
nf −→ f ∗ en casi todo punto. Veamos que ĺımn→∞ ‖Rα

nf − f ∗‖p = 0. Observemos que
|Rα

nf | ≤ Mαf ∈ Lp(µ), ya que por el Teorema 4.2 tenemos que ‖Mαf‖p ≤ A ‖f‖p <∞.
Entonces aplicando el Teorema de la convergencia dominada en Lp(µ) concluimos que
Rα
nf −→ f ∗ en Lp(µ). �

Observación 4.8. Observemos que, en vista de la desigualdad del Teorema 3.22, el teorema
anterior implica la convergencia en norma ‖.‖p,∞ para toda f ∈ Lp(µ) con 1

α
< p <∞.

Como corolario inmediato de la convergencia en Lp(µ) obtenemos la convergencia en
medida de las medias Rα

nf para toda f ∈ Lp(µ).

Corolario 4.9. Sean 0 < α ≤ 1, 1
α
< p < ∞ y τ : X −→ X una transformación que

conserva la medida. Si f ∈ Lp(µ), entonces Rα
nf(x) = 1

Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−kf(τ k(x)) converge en

L(p,∞) y, por lo tanto, en medida.

Como consecuencia de este resultado, utilizando un argumento de densidad vamos a pro-
bar la convergencia en medida para toda f ∈ L( 1

α
, 1).

Teorema 4.10. Sean 0 < α ≤ 1 y τ : X −→ X una transformación que conserva la
medida. Entonces Rα

nf(x) = 1
Aαn

∑n
k=0A

α−1
n−kf(τ k(x)) converge en medida para toda f ∈

L( 1
α
, 1).
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Demostración: Sea f ∈ L( 1
α
, 1), entonces por el Teorema 4.6 existe f ∗ tal que Rα

nf −→ f ∗

en casi todo punto. Tenemos que probar que para todo λ > 0 se tiene

ĺım
n→∞

µ({x ∈ X : |Rα
nf(x)− f ∗(x)| > λ}) = 0.

Sean ε, λ > 0 y p > 1
α

, como Lp(µ)∩L( 1
α
, 1) es denso en L( 1

α
, 1), existe g ∈ Lp(µ)∩L( 1

α
, 1)

tal que ‖f − g‖ 1
α
,1 <

(
λε
8C

)α
, donde C es la constante de la desigualdad de tipo débil

restringido ( 1
α
, 1
α

) para el operador Mα. Como g ∈ Lp(µ), entonces por el Teorema 4.9
tenemos que existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces

µ({x ∈ X : |Rα
ng(x)− g∗(x)| > λ}) < ε

2
.

Sea x ∈ X tal que |Rα
nf(x)− f ∗(x)| > λ, entonces

λ < |Rα
nf(x)− f ∗(x)| ≤|Rα

nf(x)−Rα
ng(x)|+ |Rα

ng(x)− g∗(x)|+ |g∗(x)− f ∗(x)|
=|Rα

n(f − g)(x)|+ |Rα
ng(x)− g∗(x)|+ |(f − g)∗(x)|

≤2Mα(f − g)(x) + |Rα
ng(x)− g∗(x)|.

Luego,

{x ∈ X : |Rα
nf(x)− f ∗(x)| > λ} ⊂{x ∈ X : 2Mα(f − g)(x) >

λ

2
}

∪{x ∈ X : |Rα
ng(x)− g∗(x)| > λ

2
}.

Sea n ≥ n0, entonces aplicando la desigualdad de tipo débil restringido ( 1
α
, 1
α

) (Teorema
4.1) tenemos

µ({x ∈ X : |Rα
nf(x)− f ∗(x)| > λ}) ≤µ({x ∈ X : 2Mα(f − g)(x) >

λ

2
})

+µ({x ∈ X : |Rα
ng(x)− g∗(x)| > λ

2
})

≤4C

λ
‖f − g‖

1
α
1
α
,1

+ µ({x ∈ X : |Rα
ng(x)− g∗(x)| > λ

2
})

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

�

4. Necesidad del espacio L( 1
α, 1)

Para finalizar, vamos a observar que L( 1
α
, 1) es el mayor espacio, en cierto sentido, para

el que se tiene la convergencia en casi todo punto de las medias Rα
nf . Más concretamente,

L( 1
α
, 1) es el mayor espacio invariante bajo reordenamiento para el que se tiene la conver-

gencia en casi todo punto. Es decir, dada una transformación τ que conserve la medida,
y función f /∈ L( 1

α
, 1), existe una función f ′ equimedible con f , tal que Rα

nf
′ no converge

en casi todo punto. Este resultado se debe a Broise, Déniel y Derriennic, la demostración
puede encontrarse en [2].
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Teorema 4.11. Sea τ : (0, 1] −→ (0, 1] una transformación ergódica que conserva la
medida. Entonces, para 0 < α < 1, f ≥ 0 y f /∈ L( 1

α
, 1) existe una función f ′ equimedible

con f tal que
ĺım sup
n→∞

Rα
nf
′(x) =∞

para casi todo x ∈ X.

Observación 4.12. De hecho, en [2] también se prueba que si f ∈ L1(µ), entonces

ĺım inf
n→∞

Rα
nf
′ ≤
∫
X

fdµ

en casi todo punto.

La demostración de este teorema se basa en el método de apilamiento (véase [6]). Se toma
una transformación τ definida en (0, 1] que viene dada por el método de apilamiento
correspondiente a la división por 2; se puede probar que estas transformaciones conservan
la medida y son ergódicas. Dada una función f /∈ L( 1

α
, 1), debido a que τ está definida

por el método de apilamiento, se puede encontrar una transformación θ que conserva la
medida tal que

ĺım sup
n→∞

Rα
n(f ∗ ◦ θ) =∞

en casi todo punto, donde f ∗ es el reordenamiento decreciente de f . Observemos que la
función f ∗ ◦ θ es equimedible con f , ya que θ conserva la medida y f ∗ es equimedible con
f .

Este resultado nos asegura que, en general, no se tiene la convergencia de las medias Rα
nf

para f ∈ L 1
α (µ).
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Apéndice A

Función maximal de
Hardy-Littlewood

Definición A.1. Sea f ∈ L1(Rn), definimos la función maximal de f como

Mf(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy (A.1)

para cada x ∈ Rn, y donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a
x.

Para probar propiedades de la función maximal necesitamos el siguiente lema de recubri-
miento.

Lema A.2. Supongamos B = {B1, ..., BN} una colección finita de bolas abiertas en Rn.
Entonces existe una subcolección finita de B disjunta. Bi1 , ..., Bik , tal que

m

(
N⋃
l=1

Bl

)
≤ 3n

k∑
j=1

m(Bij).

Demostración: Vamos a dar un argumento constructivo: tomemos como Bi1 la bola con
mayor radio de B. Entonces eliminamos de B la bola Bi1 y todas las que intersequen a
Bi1 . Todas las bolas eliminadas están contenidas en la bola B̃i1 concéntrica con Bi1 y de
3 veces el radio de Bi1 .
Las bolas restantes están en una nueva colección B′, para la que podemos repetir este
proceso. Después de, como mucho N pasos, obtenemos una colección disjunta de bolas
Bi1 , ..., Bik . Denotemos por B̃ij a la bola concéntrica conBij y 3 veces su radio. Observemos
que toda bola B ∈ B debe intersecar a un Bij , y tiene menor o igual radio que Bij , tenemos

B ⊂ B̃ij . Además, se verifica

m

(
N⋃
l=1

Bl

)
≤ m

(
k⋃
j=1

B̃ij

)
≤

k∑
j=1

m(B̃ij) = 3n
k∑
j=1

m(Bij).

�

Teorema A.3. Supongamos f ∈ L1(Rn). Entonces:

1. Mf es medible.
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2. Mf satisface,

m({x ∈ Rn/Mf(x) > α}) ≤ A

α
‖f‖1 . (A.2)

para todo α > 0, donde A = 3n.

3. Mf(x) <∞ para casi todo x ∈ Rn.

Demostración:

1. Veamos que Eα = {x ∈ Rn/Mf(x) > α} es abierto, y por tanto medible borel. Sea
x̄ ∈ Eα, entonces existe una bola B con x̄ ∈ B y

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy > α.

Por lo tanto, todo x en un entorno x̄ pertenece a B, y como consecuencia x ∈ Eα.
Es decir, para cada x̄ ∈ Eα hemos encontrado un entorno U abierto tal que U ∈ Eα,
luego Eα es abierto.

2. Sea Eα = {x ∈ Rn/Mf(x) > α}, entonces para cada x ∈ Eα existe una bola Bx con
x ∈ Bx tal que

m(Bx) <
1

α

∫
Bx

|f(y)|dy. (A.3)

SeaK un subconjunto compacto de Eα, observemos queK es recubierto por
⋃
x∈Eα Bx,

y por la compacidad de K podemos extraer un subrrecubrimiento finito de K, es
decir K ⊂

⋃N
l=1Bl. Por el lema anterior extraemos una subcolección Bi1 , ..., Bik de

bolas disjuntas, con:

m

(
N⋃
l=1

Bl

)
≤ 3n

k∑
j=1

m(Bij). (A.4)

Como las bolas Bi1 , ..., Bik son disjuntas y satisfacen (A.3) y (A.4) tenemos

m(K) ≤m

(
N⋃
l=1

Bl

)
≤ 3n

k∑
j=1

m(Bij) ≤
3n

α

k∑
j=1

∫
Bij

|f(y)| dy

=
3n

α

∫
⋃k
j=1Bij

|f(y)| dy ≤ 3n

α

∫
Rn
|f(y)| dy =

A

α
‖f‖1 .

Como esta desigualdad es válida para todo subconjunto compacto K ⊂ Eα, y tene-
mos que m(Eα) = sup{m(K)/K es compacto y K ⊂ Eα}, entonces es válida para
el conjunto Eα.

3. Observemos que {x ∈ Rn/Mf(x) = ∞} ⊂ {x ∈ Rn/Mf(x) > α} para todo α > 0.
Tomando ĺımite cuando α→∞ en (A.2) obtenemos m({x ∈ Rn/Mf(x) =∞}) = 0.

�
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[11] Petersen K. Ergodic Theory. Cambridge: University Press; 1982.
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