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Convergencia Cesaro a en Teoria Ergédica

Resumen

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar la convergencia Cesaro a en Teoria
Ergédica, con 0 < a < 1. Para ello, en el primer capitulo se estudian las transformaciones
que conservan la medida, y se prueban los resultados clasicos de Teoria Ergddica como
el teorema de Birkhoff y el teorema de Von Neumann; estos resultados se refieren a la
convergencia de medias aritméticas.

Una vez se ha estudiado la convergencia en medias aritméticas, buscamos procesos de
convergencia mas fuertes. El segundo capitulo estda dedicado a estudiar nuevos procesos
de convergencia, en particular, se introduce la convergencia Cesaro o y se prueban sus
propiedades.

En el siguiente capitulo se introducen los espacios de Lorentz L(p, ¢), que son los espacios
naturales a la hora de estudiar la convergencia Cesaro o en Teoria Ergddica. Para ello
primero se estudian la funciéon de distribucién y el reordenamiento decreciente de una
funcién medible.

El dltimo capitulo se dedica a probar la convergencia Cesaro o de las medias ergddicas.
En primer lugar se estudia el operador maximal asociado a estas medias. Los resultados
obtenidos para este operador permiten estudiar la convergencia en casi todo punto. El
trabajo finaliza estudiando la convergencia en norma y la convergencia en medida de las
medias Cesaro a ergddicas.

Palabras clave:
ERGODICO, TEOREMAS ERGODICOS, TRANSFORMACIONES QUE CONSERVAN LA MEDI-
DA, TRANSFORMACIONES ERGODICAS, CONVERGENCIA CESARO «, REORDENAMIENTO

DECRECIENTE, ESPACIOS DE LORENTZ
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Cesaro a convergence in Ergodic Theory

Abstract

The main objective of this work is to study the Cesaro a convergence in ergodic theory,
with 0 < a < 1. In the first chapter, we study measure preserving transformations,
and we prove the classic results in Ergodic Theory, such as Birkhoft’s theorem and Von
Neumann’s theorem; these results refer to the convergence of arithmetic averages.

Once the convergence of arithmetic averages has been studied, we research stronger con-
vergence processes. The second chapter is dedicated to studying new convergence methods,
in particular, the Cesaro a convergence is introduced and its properties are proven.

In the next chapter, we introduce the Lorentz L(p, q) spaces, which are the natural spaces
to study the Cesaro a convergence in FErgodic Theory. For this purpose, the distribution
function and the decreasing rearrangement of a measurable function is first studied.

The last chapter is dedicated to proving Cesaro o convergence of ergodic averages. Firstly,
we study the maximal operator associated with these averages, the results obtained for this
operator allow to study convergence almost everywhere. The work concludes by studying
convergence in the norm and convergence in measure of the Cesaro « ergodic averages.

Key words:
ERGODIC, ERGODIC THEOREMS, MEASURE PRESERVING TRANSFORMATION, ERGODIC

TRANSFORMATION, CESARO o CONVERGENCE , DECREASING REARRANGEMENT,
LORENTZ SPACES
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Introduccion

La Teoria Ergddica tiene su origen en la mecénica estadistica. Para ver esto, conside-
remos un sistema de N particulas en un espacio tridimensional. Para cada instante de
tiempo t podemos representar el estado del sistema como un punto de RV, ya que para
cada particula tenemos las tres coordenadas del vector de posicién y las tres del vector
momento. En estas condiciones a R®Y se le llama espacio de fases del sistema.

Sea n el nimero de grados de libertad del sistema, entonces podemos escoger unas coor-
denadas adecuadas, las coordenadas generalizadas ¢ = (q1,...,¢,) y los momentos gene-
ralizados p = (p1,...,pn), en estas condiciones el espacio de fases es R?". Se define el
Hamiltoniano del sistema como

H(q,p) = K(p) + Ul(q),

donde K es la energia cinética y U la energia potencial. Las ecuaciones de la mecénica
Hamiltoniana rigen la evolucion del sistema, y son

dgi  OM
dt N 8pi
dt N 8ql

para ¢ = 1,....,n. Si ‘H es suficientemente regular, para cada estado inicial del sistema
(q,p), existe una tnica solucién de las ecuaciones de Hamilton, que denotaremos T'(q, p) :
R — R?" ¢t — Ti(q, p), y representa el estado del sistema para cualquier tiempo ¢. De
esta forma, si ¢y es un tiempo fijo, entonces 7}, es una trasformacion del espacio de fases
en si mismo, con las siguientes propiedades Ty = Id, y 1Ty o Ty = T}, 5. Obtenemos asi un
flujo de pardmetro continuo {7} : t € R} en el espacio de fases R*".

Uno de los resultados fundamentales de la mecanica estadistica es el teorema de Liouville,
que asegura que el flujo {7} : t € R} deja los voltimenes de R?*" invariantes. En otras pala-
bras, las transformaciones T; conservan la medida. La mecanica determinista nos dice que
si conocemos el estado inicial de un sistema entonces podemos conocer la evolucion futura
y pasada del mismo. En la practica nunca se tiene suficiente informacion para ello. La
idea de la mecanica estadistica es abandonar el estudio determinista de un estado, que es
un punto del espacio de fases, y dedicarse al estudio estadistico de un conjunto de estados,
es decir, un subconjunto del espacio de fases. La cuestion de mayor interés en mecanica
estadistica es el comportamiento asintético del sistema, es decir, el comportamiento del
sistema cuando el tiempo tiende a infinito.

Para simplificar, vamos a pasar del caso continuo que hemos expuesto al caso discreto. Sea
T = T, para un cierto tiempo inicial ¢y, entonces por las propiedades del flujo tenemos
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que 7" = T,,;, para todo entero n. Es razonable pensar que las propiedades asintéticas de
T; cuando t — oo son esencialmente las mismas que las de 7" cuando n — oo.

A partir de ahora consideremos un espacio de medida (X, M, i), donde X sera el espacio
de fases, y 7 : X — X una transformacién que conserva la medida, que representara
la evolucién del sistema en un instante de tiempo. Supongamos que f : X — R es una
funcién medible, podemos pensar que la sucesién {f(7"(z))}5°, representa una variable
fisica interesante en estados de tiempo sucesivos. Como veremos en el capitulo 1 esta
sucesion, en general, no es convergente; por tanto, estudiaremos procesos de convergencia
méas débiles.

En el primer capitulo se introduce el concepto de transformacién que conserva la medida,
y se prueban algunas propiedades. Seguidamente se dan algunos ejemplos de estas trans-
formaciones y se demuestra el teorema de recurrencia de Poincaré. En la siguiente seccion
se introducen las transformaciones ergddicas, y se prueba que si 7 es una transformacion
ergédica que conserva la medida entonces la sucesion { f(7"(x))}22, no es convergente en
general. Por lo tanto, en el resto del capitulo se estudia la convergencia en medias aritméti-
cas de la sucesion {f(7"(z))}>2,, que, como sabemos, es un proceso de convergencia mas
débil que la convergencia usual. Es més débil en el siguiente sentido:

Si{a,} es una sucesion convergente con limite a, entonces la sucesion de medias
aritméticas { B2ttt tiene limite a, y el reciproco no es cierto.

Esta convergencia se la llama usualmente convergencia Cesaro. Dada una transformacion
7 : X — X que conserva la medida y una funcion medible f : X — R vamos a estudiar
la convergencia de las medias

Auf(@) = =3 1)) )

La tercera seccion esta dedicada a estudiar la funcién maximal asociada a las medias A, f,
M [f(z) = sup A, | f(x),
n

esto serd clave a la hora de probar la convergencia en casi todo punto de A, f. En la
siguiente seccién se prueba que si f € LP(u) con 1 < p < oo, entonces las medias A, f
convergen en casi todo punto. Bajo la hipdtesis adicional de que 7 sea ergddica podremos
calcular explicitamente el limite de dichas medias. En la 1ltima seccién se estudia la
convergencia en LP(u), y como consecuencia inmediata se obtiene la convergencia en
medida.

En el segundo capitulo se introducen nuevos procesos de convergencia, se generaliza la
convergencia Cesaro y se define un nuevo proceso de convergencia (C, o) para cada nimero
real o € R\ Z~, de la siguiente manera,

Una sucesion {s;}72, se dice que es convergente Cesaro o con limite s, si

n

1
E ZA%:;;Sk — S
" k=0

(a+1)(a+nQ!)...(a+n) = (n;‘;a)'

cuando n — 00, donde Af =1 y AS =
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Como casos particulares de esta definicién tenemos que la convergencia (C,0) es la con-
vergencia usual de sucesiones, y la convergencia en medias aritméticas estudiada en el
capitulo 1 es la convergencia (C,1).

En la primera mitad de este capitulo se prueban las propiedades de este método de con-
vergencia, por ejemplo cabe destacar que si una sucesién es convergente (C, «v), entonces
es convergente (C, a + h) para todo h > 0. Como consecuencia de esto podemos observar
que los procesos de convergencia (C,«) con 0 < a < 1 son mas débiles que la conver-
gencia usual, pero sin embargo son mas fuertes que la convergencia Cesaro estudiada en
el capitulo 1. El capitulo finaliza viendo la relacién que tiene la convergencia Cesaro «
con la teoria de sumabilidad de series, y se exponen algunos teoremas tauberianos sin
demostracion.

El objetivo final de este trabajo es estudiar la convergencia Cesaro v en Teorfa Ergddica
para 0 < a < 1. Para ello primero debemos introducir los espacios naturales a la hora
de estudiar esta convergencia, los espacios de Lorentz. El tercer capitulo estd dedicado
a introducir los espacio de Lorentz L(p,q). Para ello primero se define la funcién de
distribucién asociada a una funcién medible f : X — R,

prA) = p({z € X [f(x)] > A}),

y se prueban algunas de sus propiedades, como que es decreciente y continua por la
derecha. Seguidamente se introduce el reordenamiento decreciente de f, que es la tnica
funcién f* : [0,00) — [0, 00) decreciente, continua por la derecha y equimedible con f,
que viene definido por

ff@t) =mf{A>0:p;(N) <t}

Un resultado muy importante de este capitulo es que la norma p de una funciéon medible
f solo depende de la funcion de distribucién de f o de su reordenamiento decreciente

J i@ =p [ "3 ugi= [ rara 2)

Una vez tenemos la definicién de reordenamiento decreciente estamos en las condiciones
de definir los espacios de Lorentz L(p, q), que es el conjunto de todas las clases de funciones
medibles f tales que el funcional || f||, < oo, donde

L th% ‘
£, = (/ (7o) ?) 0 <p<00,0<g< 00
pa 1 .

suptr f*(t) si0<p<oo,qg=00

>0
Los espacios de Lorentz son una generalizacién de los espacios LP(u), ya que L(p,p) =
LP() con igualdad de normas, debido a (2). En general |||, . no es una norma para todos
P v ¢, pero si es una cuasi-norma. El resto del capitulo estda dedicado a probar algunas
propiedades de estos espacios, entre ellas es interesante destacar la siguiente cadena de

inclusiones
L(p,1) C LP(n) C L(p, 00).

El capitulo finaliza introduciendo algunos conceptos de la teoria de interpolacién de ope-
radores, tales como las definiciones de operador de tipo débil (p, q), fuerte (p,q) y débil
restringido (p, q).
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En el capitulo 4 se estudia la convergencia Cesaro « en teoria ergddica para 0 < a < 1.
Dada una transformacién 7 : X — X que conserva la medida y una funcién medible
f: X — R, se definen las medias de Cesaro de orden « asociadas a la sucesion { f(7"(x))}
como

REf() = = D AT @), )

n k=0

a _ (nta a
donde A2 = ("7%) y Ay = 1.
En la primera seccién se estudia la funcién maximal asociada a RS f,

Mo f(x) = sup Ry f|(x),

y se prueba que es de tipo débil restringido (é, é) y de tipo fuerte (0o, 00). Mediante una
interpolacién obtenemos que el operador M,, es de tipo fuerte (p,p) para é < p < oo.

La siguiente seccién estd dedicada al estudio de la convergencia en casi todo de R f.
Utilizando que M,, es de tipo fuerte (p,p) robaremos que si f € LP(u) con é < p < oo,
entonces R f converge en casi todo punto. Utilizando un argumento de densidad y que
M, es de tipo débil restringido (é, é) podremos probar que R f converge en casi todo
punto para toda f € L(é, 1). En la siguiente seccién se estudia la convergencia en norma
de las medias R; f y la convergencia en medida.

El capitulo finaliza viendo que el espacio L(é, 1) es el mayor espacio invariante bajo
reordenamiento para el que se tiene la convergencia en casi todo punto de R f.

Por 1ltimo se incluye un apéndice sobre la funciéon maximal de Hardy-Littlewood, en el
que se prueban algunas propiedades de la misma que son necesarias para el estudio de la
funcién maximal M f del capitulo 1, esencialmente la desigualdad de tipo débil (1,1).

Este trabajo de fin de grado termina con la bibliografia, que incluye los libros, articulos
y tesis que se han usado para elaborarlo, asi como otros en los que se puede encontrar
informacion sobre los resultados cuyas demostraciones no se han incluido en este trabajo.
En particular hay que destacar los libros Stein [15], Silva [13] y Petersen [l 1], que han
sido muy importantes a la hora de elaborar el primer capitulo. Para el segundo capitulo
se ha seguido principalmente el libro de Zygmund [17] y en el tercer capitulo el libro de
Stein y Weiss [11] y la tesina de Kristiansson [9]. Por tltimo, para el cuarto capitulo se
han seguido los trabajos de Broise, Déniel y Derriennic [2] y la tesis de Sarrién [12].



Capitulo 1

Teoremas Ergddicos

Este capitulo esta dedicado a probar los teoremas ergddicos clasicos. En la primera seccion
se definen las transformaciones que conservan la medida y se prueban algunas propiedades
de recurrencia. La siguiente seccion esta dedicada a las transformaciones ergddicas, que
seran muy utiles a la hora de dar contraejemplos. El resto del capitulo esta dedicado
a probar los teoremas ergddicos clasicos, es decir, estudiar la convergencia en casi todo
punto, en LP(u) v en medida de las medias ergddicas. Los resultados principales de este
capitulo son el Teorema de recurrencia de Poincaré, el Teorema de Birkhoff y el Teorema
de Von Neumann. Para elaborar este capitulo se han seguido los libros de Stein [15],
Petersen [11], Silva [13], Dajani [3] y la tesina de Milldn [10].

1. Transformaciones que conservan la medida

Definicién 1.1. Sean (X, M, u), (Y, N, v) dos espacios de medida. Se dice que 7: X —
Y es una transformacién que conserva la medida si es medible y tal que u(771(E)) =
v(E), para todo E € N.

Aunque esta definicién tiene sentido para dos espacios de medida (X, M, u), (Y,N,v),

nosotros estudiaremos el caso X =Y, esto nos permitird poder iterar 7,72, ..., 7".

Teorema 1.2. Sea (X, M, u) espacio de medida y 7 : X — X una transformacion que
conserva la medida. St f : X —> R es medible, entonces f ot : X — R es medible.
Ademds, si g : X — R es otra funcion medible tal que f = g en casi todo punto, entonces
foT=gorT en casi todo punto.

Demostracién: Observemos que 77 '({z € X : f(z) > A\}) = {z € X : f(r(x)) > A}
para todo A € R, y como 7 conserva la medida, entonces p({z € X : f(z) > A\}) =
p({x € X 1 f(r(z)) > A}). Luego si f es medible, entonces f o 7 es medible. Sean
A={zeX:for(x)#gor(x)}, B={xe X : f(zx)# g(x)}, entonces A = 771(B), y,
como T conserva la medida tenemos p(A) = u(771(B)) = u(B) =0, ya que f = g en casi
todo punto. Esto prueba que f = g en casi todo punto. O
Observacion 1.3. Observemos que en la demostracién anterior solo hemos usado que 7
conserva la medida de los conjuntos de medida cero.

Teorema 1.4. Sea (X, M, 1) espacio de medida y 7 : X — X una transformacion que
conserva la medida. Si f € LP(u) con 0 < p < 0o, entonces for € LP(u), y se verifica

Iforll, =[£I, (1.1)

1



CAPITULO 1. TEOREMAS ERGODICOS 2

Demostracion: Sea M cota esencial de f, entonces u({x € X : f(r(z)) > M}) = p({z €
X : f(z) > M}) =0, luego M también es cota esencial de f o 7. Reciprocamente, si M
es cota esencial de f o7, entonces andlogamente se prueba que M es cota esencial de f,
luego || f o7l = ||fll- Supongamos ahora 0 < p < oco.

1. Sea xg € LP(u). Se tiene xg(7(x)) = 1 siy sélo si x-—1(g)(z) = 1, luego xp(7(x)) =
Xr—1(g) (7). Ademds,

/X xi(r (@) Pdp(z) = / Yoos () (@)da() = (7 (E))
—u(E) = /X y(@)du(z) < .

2. Sea f=3" a;xg, > 0 una funcién simple medible, y f € L?(x). Entonces

/(fOTpdu /ZaXT gy dp = Zau
—Za,u /fpd,u<oo

3. Sea f > 0 medible, entonces existe una sucesion {s, } de funciones simples tales que
0 <s, T f. Entonces s, o7 son medibles y 0 < s,, o7 1 f o 7. Aplicando dos veces
el teorema de la convergencia mondétona obtenemos

/ (for)Pdu :/ lim (s, o7)Pdu= lim [ (s,o7)Pdu
b X

n—oo n— o0 X
= lim sbdp :/ lim sPdu :/ fPdu,

Luego si f € LP(u), entonces f o7 € LP(u), y tienen la misma norma p.

4. Para funciones medibles arbitrarias, basta con aplicar lo anterior a f™y f~. 0

Por lo tanto, si definimos 7" : LP(u) — LP(u), T(f)(x) = f(7(z)), en el Teorema 1.2
hemos probado que esta bien definida y en el Teorema 1.4 que es una isometria, es decir,
IT(H)Il, = IIfll, para toda f € LP(u). Ademds, hemos visto que u({z € X : f(z) > A\}) =
p({x € X : f(r(z)) > A}) para todo A € R. Luego f, for,..,for" son equimedibles
(véase Proposicién 3.6).

En el siguiente resultado vamos a ver que para probar que una aplicacion conserva la
medida, solo tenemos que probar que conserva la medida para una clase de conjuntos que
generen la o-algebra, bajo ciertas condiciones.

Proposicién 1.5. Sean (X, M,ux), (Y,N,uy) dos espacios de medida, 7 : X — Y
una transformacion que conserva la medida, y € CY tal que M(E) = N. Supongamos
que py es la unica medida v : N — [0,00] tal que v(E) = uy(E) para todo E € E.
Entonces, px (771 (E)) = py(E) para todo E € & si y sdlo si ux(t7*(B)) = py(B) para
todo B € N



CAPITULO 1. TEOREMAS ERGODICOS 3

Demostracién: Supongamos en primer lugar que pux (771 (E)) = uy(F) para todo E € &.
Definimos la medida v : N' — [0, 00|, dada por v(B) = ux(7~!(B)). Entonces, para
cada E € &£ tenemos

V(E) = px(17H(E)) = py (E).

Entonces, como py es la inica medida tal que v(E) = puy (F) para todo E € &, tenemos
que py (B) = px(771(B)) para todo B € N. La otra implicacién es trivial. O

Proposicién 1.6. Sean (X, M, 1) un espacio de medida y (X, M, Ti) el espacio de medida
completado. Si Ti_(X,M,M) —>_(X,M, @) una transformacion que conserva la medida,
entonces T : (X, M, 1) — (X, M,Ti) es una transformacion que conserva la medida.

Demostracion: Sea A € M. Entonces A = EU F donde E € M, F C N € M con
u(N) = 0, y por definicién de la medida completada 7i(A) = pu(E). Como 7 conserva la
medida en (X, M, u), entonces 7 1(E), 7 Y(N) € M, y p(t71(N)) = p(N) = 0. Luego,
T A) =Y EYUT Y F)conT HE)e My 7 HF)C 7 YN) con u(r7H(N)) =0, esto
prueba que 771(A) € M, con lo que queda probada la medibilidad de 7 : (X, M, 1) —
(X, M, 1) . Ademés, 11(774(A)) = u(77Y(E)) = u(E) = fi(A), luego conserva la medida.

O
Por lo tanto, a la hora de probar que una transformacién 7 : (R, Lgn, m) — (R™, Lgn, m)
conserva la medida de Lebesgue, basta con probar que 7 : (R", Bgn,m) — (R™, Bgn, m)
conserva la medida sobre los borelianos.

FEjemplo 1.7.

1. Sea X =7, M = P(X) y i la medida contadora. La aplicacién 7 : n +— n+ 1 es
una transformacién que conserva la medida.

2. Sea X = R" y u la medida de Lebesgue. Sea 7 : x — x 4+ h para h € R” fijado.
Como la medida de Lebesgue es invariante frente a traslaciones entonces 7 es una
transformacién que conserva la medida.

3. Sea X = (0,1] y p la medida de Lebesgue. La aplicacién 7 : z +— 2z mod 1 es
una transformacién que conserva la medida. Basta observar que 7~'(a,b] = (%, g] U
<a+1 b+1

abl My por tanto u(77'(a,b]) = b —a = p((a,b]). Entonces, aplicando las

proposiciones 1.5 y 1.6 obtenemos que 7 conserva la medida de Lebesgue.

4. Sea X = S' = {2 € C: |z| = 1}, y p la medida de Lebesgue inducida. La aplicacién
7 2+ e?™ 2 es una transformacién que preserva la medida (véase [10]).

Teorema 1.8. (Teorema de recurrencia de Poincaré) Sean (X, M, pu) espacio de
medida finita y 7 : X — X wuna transformacion que conserva la medida. Sea A € M
con u(A) > 0, entonces para casi todo x € A, existe n € N tal que 7"(x) € A.

Demostracion: Sea

B ={z € A: no existe n € N tal que 7"(z) € A}
—{recA:(z) ¢ AVne N} = A\ (U T—N(A>> .

Tenemos que probar que B tiene medida cero. Como 7 conserva la medida, entonces
77 "(A) es medible para cada n € N y por tanto B es medible. Consideremos la familia



CAPITULO 1. TEOREMAS ERGODICOS 4

{77%(B)}%°,, que verifica u(77%(B)) = u(B) para todo k > 1. Veamos que es una familia
disjunta dos a dos, para ello observemos que BN7~"(B) = () para todo n > 1, y por tanto
77%(B) N 7= +")(B) = () para todos n,k > 1. Entonces, utilizando que es una familia
disjunta dos a dos obtenemos

00 > pu (U T"“(B)) =Y u(rH(B) =D u(B).

Por tanto, necesariamente u(B) = 0. O

Teorema 1.9. Sean (X, M, i) espacio de medida finita y 7 : X — X wuna transforma-
cion que conserva la medida. Sea A € M con u(A) > 0, entonces para casi todo x € A,
existe una sucesion creciente de numeros naturales {m;} tal que 7™ (x) € A para todo
1> 1.

Demostracion: Por el teorema anterior, existe un conjunto de medida nula N; tal que
para todo z € A\ N; existe un natural n = n(z) con 7"(z) € A. Sea N = [J;—, 7 *(IN1),
entonces como 7 conserva la medida

H(N) = (U T’%Nl)) <3 ulr ) = 3N =0,

k=0

Para todo k > 0, 77*(N) C N, luego N¢ C 77%(N¢), y por tanto si # ¢ N entonces
*(x) ¢ N. Como A\ N C A\ N; entonces dado x € A\ N C A\ Ny, existe m; tal que
7" (z) € A\ N. Aplicando este proceso a z = 7™ (x) € A\ N, obtenemos que existe n; tal
que 7" (2) € A\ N. Tomemos entonces my = my+n;y, y entonces 7*(x) = 7" (z) € A\ N.
Continuando este proceso obtenemos la sucesién creciente que buscabamos. O

2. Transformaciones ergddicas

En esta seccion vamos a definir las transformaciones ergédicas, para ello primero tendre-
mos que definir los conjuntos invariantes y las funciones invariantes. Seguidamente da-
remos una caracterizacion de las transformaciones ergddicas, y por tltimo se expondran
algunos ejemplos. En esta seccion seguiremos el libro de Petersen [11].

Definicién 1.10. Sean (X, M, 1) un espacio de medida, y 7 : X — X una transforma-
cion que conserva la medida de los conjuntos de medida nula.

1. Se dice que un conjunto medible A es 7-invariante médulo yu si pu(77H(A)AA) = 0.

2. Se dice que una funcién medible f es 7-invariante moédulo p si f(7(x)) = f(z) para
casi todo =z € X.

Observacion 1.11. Observemos que E € M es 7-invariante modulo p si y solo si xg es
T-invariante modulo pu.

Definicién 1.12. Sea (X, M, u1) un espacio de medida, y 7 : X — X una transformacién
que conserva la medida de los conjuntos de medida nula. Se dice que 7 es ergddica si
para cada conjunto A 7-invariante médulo u se tiene p(A) =0 o0 p(X \ A) = 0.

Podemos dar la siguiente caracterizacién de la ergodicidad.
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Proposicién 1.13. Sea (X, M, u) un espacio de medida, y 7 : X — X una transfor-
macion que conserva la medida de los conjuntos de medida nula. Entonces, T es ergodica
st y solo si toda funcion T-invariante modulo p es constante en casi todo punto.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que 7 es ergddica. Sea f una funcién 7-
invariante. Entonces para cada A > 0, B\ = {z € X : f(z) > A} es medible, veamos
que es 7T-invariante modulo . Como f es 7-invariante médulo p, entonces si definimos
el conjunto N = {z € X : f(x) = f(r(x))}, se verifica u(E°) = 0. Observemos que
T E) ={zeX: f(r(x))>A}={zeN: f(r(z)) > \}U{x € N°: f(r(z)) > \} C
E\UN¢, y por tanto 771(E\) \ Ex C N¢. Andlogamente, tenemos que E\ C 77 }(E\)UN¢,
luego EX\77*(E\) C N°. Entonces podemos concluir u(77 1 (E\)AE)) = u((Ex\T"(E\))U
(T7H(EN) N EN) < p(Ex \ 77H(EN)) + p(r7H(EN) \ Ex) < p(N€) + p(N®) =0+ 0 =0,
luego E) es T-invariante mddulo . Como 7 es ergddica, entonces p(Ey) = 0 o p(ES) = 0.
Si f no fuera constante en casi todo punto, entonces existiria A > 0 tal que u(E,) >0y
pn(ES) > 0. Por tanto, necesariamente f es constante en casi todo punto.

Supongamos ahora que toda funciéon medible T-invariante es constante en casi todo punto.
Sea & € M un conjunto 7-invariante, entonces yg es 7-invariante y por tanto yg es
constante en casi todo punto. Luego xg = 0 en casi todo punto o xg = 1 en casi todo
punto, esto es, u(E) =0 o pu(E°) = 0. Luego 7 es ergddica. O

Ejemplo 1.14. Consideremos X = Z, M = P(Z), y p = # la medida contadora. Veamos
que la transformacién 7 : Z — Z, 7(k) = k+1 es ergddica. Como vimos en el Ejemplo 1.7
esta transformacién conserva la medida. Como 7 es una biyeccién, entonces A = 771(A)
equivale a decir A = 7(A). Supongamos que A un subconjunto de Z 7-invariante médulo
1, entonces si k € A se tiene k — 1,k + 1 € A. Esto implica que los tinicos subconjuntos
T-invariantes son el vacio y el total, y por tanto 7 es ergddica.

Sea (X, M, u) espacio de medida, y 7 : X — X una transformacién que conserva la
medida. Nos gustaria estudiar la convergencia en casi todo punto de {f(7"(x))}>, para
f € L' (u), pero como vamos a ver en el siguiente resultado, en general esta sucesién no
es convergente en casi todo punto.

Teorema 1.15. Sea (X, M,pu) espacio de medida con u(X) < oo, y 7 : X — X
ergddica. Entonces para todo A € M con p(A) > 0 se tiene que p(X \U,—, 7 "(A)) =0

Demostracion: Sea A un conjunto de medida positiva y consideremos A’ = J~, 77" (A).

(
Entonces por la definicion de A’ tenemos 7 1(A") C A’, y ademés p(A’) > u(r71(A)) =
u(A) > 0, luego aplicando el Teorema 1.8 obtenemos que (A’ \ 771(A")) = 0. Como 7 es
ergodica y A’ es T-invariante con p(A’) > 0 entonces necesariamente u(X \ A') =0. O

Hemos probado que si 7 es ergddica y A € M con pu(A) > 0, entonces para casi todo
r € X existe un n € N, que solo depende de A y de z tal que 7"(x) € A. Luego,
en general, la sucesién {xa(7"(x))}22, no converge en casi todo punto. Asi que en este
capitulo vamos a estudiar el comportamiento de las medias aritméticas cuando n — oo.
Dadas una transformacién 7 : X — X que conserva la medida y una funcién medible
f X — R definimos la sucesion de medias aritméticas de f como

Auf(@) = =3 FrH@). (1.2
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3. Teorema ergddico maximal

La clave para estudiar la convergencia en casi todo punto de las medias (1.2) es estimar
su correspondiente funcién maximal. Sea (X, M, u) espacio de medida o-finito, dada una
transformacién 7 : X — X que conserva la medida y una funciéon medible f : X — R
definimos la funciéon maximal asociada a las medias A, f como

Mi(@)= swp Aulfl(@)= sup — Z |f(* (1.3)
Observemos que para casi todo x € X tenemos
= =
Anf(@) = S FH ) < S Il = 1o
k=0 k=0

y por tanto, tomando supremo en n € N tenemos M f(z) < || f||, para casi todo z € X.
Es decir, hemos obtenido

[MFlloo < N fllo (1.4)

Teorema 1.16. Sea f € L'(u), entonces la funcidn mazimal Mf es finita en casi todo
punto. Ademds, existe una constante A tal que

N

p{z e X - Mf(z) > a}) < —|Ifl; (1.5)

(07

para todo a > 0.

Demostracion: Vamos a dar hacer una demostracion por transferencia, es decir, la de-
sigualdad (1.5) es conocida para la funcién maximal de Hardy-Littlewood (véase A.2), y
la vamos a transferir al caso ergddico.

La funcion M f es medible por ser el supremo de una colecciéon numerable de funciones
medibles. Podemos suponer que f es no negativa, ya que en caso contrario la podemos
sustituir por |f].

En primer lugar lo probaremos para X = Z y 7 : n+ n + 1. Para cada f : Z — R
consideramos su extensiéon f : R — R, f(z) = f(n)sin <z <n+1, conn € Z.
Andalogamente, si £ C Z, denotamos por E al conjunto E Unegn,n + 1). Como
resultado de estas definiciones tenemos m(E) = #E y J f@)dm(z) =3, f(n), luego

Hﬂ L) = HfHLI(Z), donde m es la medida de Lebesgue en ]R y # es la medida contadora

en Z. Notemos también que > jy f(n+ k) = [ f(n + t)dt. Luego si x € [n,n + 1)
tenemos

m—1

%Zf(nJrk):%/omf(fCH)dt: (m;1> mil/jﬂxﬂ)dt

k=0

Tomando supremo para m > 1 y teniendo en cuenta que (mTH) <2

Mf(n) < 2M(]7)(a:) para x € [n,n + 1),
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donde M(f) es la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Luego #({n/Mf(n) > a}) <
m({z € R/M(f)(z) > §}). Entonces aplicando (A.2) a M(f) tenemos

#{n/Mf(n) > a}) <m({x e R/M(J?)(a:) S %}) 2A’

Hme

Como A" =3y [|f|[r1®) = || fll11(z) obtenemos

#({n € N: Mf(0) > a}) < [fllsge.

Consideremos ahora el caso general, (X, M, i) espacio de medida. Para cada entero po-
sitivo N, consideramos la funcién maximal truncada M fy definida como:

m—1
Mi(e) = sup 3" f(rH(a)
ms k=0

Como {Mfy(z)} es una sucesién creciente, y limy oo Mfy(z) = Mf(x) para cada x,
es suficiente ver que

N

p{r € X Mfn(r) > af) < = fllp )

(%

con A una constante independiente de N, ya que tomando limite cuando N — oo obte-
nemos el resultado que buscamos. Probemos ahora el caso general.

"(x sin>0
Sea f € L'(u), definamos la funcién F : X x Z — R, F(x,n) = (7" (@)) T 0
s1n <

Entonces,
m—1

3

Apf(z) = f F(x

0

|-
OM

1
m

e
Il

Si evaluamos en 7"(x) con n un entero positivo, como Tk(Tn( )) = 7" (x), se tiene

3

F(:c,n+k).
0

1
m

A f(T"(2)) =

e
Il

Tomemos a entero positivo grande y fijemos b = a + N. Escribimos la funcién truncada,
Fy: X XZ — R, Fy(x,n) = F(z,n) sin <by 0 en el resto de casos. Entonces tenemos:

3

Fb(x,n+k) sim<Nyn<a.
0

1
m

B
I

Luego,
Mfn("(x)) < M(Fp)(z,n) sin<a.

Sea E, = {z : Mfx(z) > «a}, entonces como 7 es una transformacién que preserva la
medida, p({z : Mfy(7"(x)) > a}) = p(E,). En el espacio producto X x Z, la medida
producto p ® # del conjunto {(z,n) € X X Z : Mfy(t"(x)) > a,0 < n < a} es
ap(E,). Ademds, como M fn(7"(x)) < M(F,)(z,n) si n < a, entonces la medida de
{(z,n) € X XZ.MfN( "(z)) > a,0 < n < a} es menor que
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/X#({n €Z: M(F)(xz,n) > a})du(x).

Por lo probado en primer lugar, el integrando es menor o igual que:

A
— I Es(z, )l 2z = Zf

con A = 6. Como estamos integrando sobre X, y usando que / fr™(x)du(x) =
b

/ f(z)du(x), nos queda:
X

A b—1 . A b—1
§E§/Xf(7 (z))dp(z) = E;‘a/xf(as)du(w)
A b—1 A

A N

Luego, pu(E,) < — (1 + —) [fllz1(x), v tomando limite cuando a — oo obtenemos
a a
a) <

| flz1(x)- Ahora haciendo tender N — oo conseguimos

A
pllr € X Mf(2) > a}) < — [l x) -

O

En el siguiente lema vamos a mejorar la desigualdad (1.5).

Lema 1.17. Sea f € LP(u) con 1 < p < 0o, y Mf la funcién mazimal asociada a f.
Entonces o
e € X s M@ > <5 [ £ @)ld() (1.6)
{zeX:|f(2)]>3}
para todo A > 0.

Demostracion: Para cada A > 0 definimos las siguientes funciones

flx) sil|f(z)] >
- [F@ s 1@

0 si|f(z)] <
La medibilidad de f* y f, es consecuencia de que f es una funcién medible. Observemos
que f = f*+ Ay Ml < 4 paracada A > 0. Sea E\ = {z € X : M f(z) > A}, entonces

para cada x € E),

A< Mf(x) =M(f* + fr)(x) < M) (@) + M(fr)(2)

<M () + M)l < MU @) + 1l

<M(P)a) + 5.

N> N>
o)
—~
&

Il

——

(e}
]
=
S
= =
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y por tanto, M(f*)(x) > % Hemos obtenido asi la siguiente contencién, Ey C {x € X :
M(f*)(z) > 4}, y usando la desigualdad (1.5) obtenemos

H(E) Silfe € X s M(P)) > 51 < 5 [ 1P @)lduta
2A
== 1/ @)ldp().
{zeX:|f(2)|>5}
consiguiendo asi la desigualdad con C' = 2A. O

Teorema 1.18. Sea f € LP(u) con 1 < p < oo, y Mf la funcion mazimal asociada a f.
Entonces

M, < G liA1 (1.7)
donde C,, > 0 solo depende de p.

Demostracion: Para probar esta desigualdad vamos a usar la siguiente igualdad para la
norma p, que se ha probado en la asignatura de Andlisis Real. Para toda funcion medible
f se tiene

J 1= [0t € X @)1 > Aan (18)

La vamos a aplicar a la funcién maximal M f. Aplicando el Lema 1.17 y el Teorema de
Tonelli obtenemos

[ Ms@pant) = [ TN ({r € X s Mf(z) > APdA

=C /ooo v (i /{xeX:f(a:)>§} |f(x)|d,u(x)> ?
~Cp [ 15 ( [TV erio @) duto
—Cp / e ( / o AHdA) du(x)

)\p 172lf(= 21;710
—op [ 1 [ 2] 2 [ @),
X 0 p— X
Hemos obtenido asi (1.7) con C, = (2pp IICP > T O

Como consecuencia tenemos la siguiente desigualdad, que generaliza a (1.5).
Corolario 1.19. Sea f € LP(u) con 1 < p < 0o, entonces para todo A > 0 tenemos
C
pllz € X Mf(2) > Ah) < 11, (1.9)

Demostracion: Para p = 1 es la desigualdad (1.5). Supongamos 1 < p < oo, entonces
aplicando el Teorema 1.18 obtenemos

u({e € X - Mf(z) > \}) = /{ — () < /{ MIGY 4

zeX:M(z)>\} AP

<L < S
para cada A > 0. 0
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4. Teorema individual ergdédico

En esta seccién vamos a probar que si f € LP(u) para 1 < p < oo, entonces A, f(x)
converge para casi todo z € X. Para ello primero lo probaremos para f € L*(u) y con
un argumento de densidad lo extenderemos a LP(u). En primer lugar necesitaremos una
descomposicién adecuada de L?(p). El motivo de considerar L?(u) es que (L*(p), (-, -)) es

un espacio de Hilbert, donde (f, g) = / f(z)g(z)du(x).
X

4.1. Descomposicién de L?(j)

Proposicion 1.20. Sea 7 : X — X una transformacion que conserva la medida. Consi-
deremos la isometria T : L?(u) — L*(u), T(f)(z) = f(7(x)). Si definimos los conjuntos

A={feP(u):T(f)=f}, B={f-T()):fe€Ln)

Entonces el complemento ortogonal de A es B.

Demostracion: Sean f € Ay g—T(g) € B, entonces

(frg—=T(9) =(f.9) = ([.T(9)) = {f,9) = (T(f), T(9)) = (f.9) —(f.9) = 0.

Sea h € B, entonces existe una sucesiéon {h;} C B tal que converge a h en norma 2. Por
tanto

(o= (. Jim ) = Jim () =0

Por tanto, A C B". Veamos la otra inclusién, sea f € B". Entonces para toda g € L*(p)
tenemos que (f, g — T(g)) = (f, ) — (. T(g)) = 0. Luego,

(f,9) ={,T(9)) = (T"().9),

donde T* es la adjunta de T. Es decir, (f —T*(f),g) = 0 para toda g € L*(u), y por
tanto f = T*(f) en casi todo punto. Entonces, (f —T*(f), f) = (f, f) — (T*(f), f) =0,
y por tanto

I3 = (£, f) = (T (). ) = (£ T() -

Como T es una isometria, entonces |7 f|, = || |5, ¥ hemos obtenido que se da la igualdad

en la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por tanto T'(f) = Af en casi todo punto, para

A € R. Ademés, como (f, T(f)) = || f||3, obtenemos A = 1 y por tanto f es invariante, lo
—)

que prueba B~ C A. O

Como consecuencia obtenemos la siguiente descomposicién de L?(p).

Corolario 1.21. L*(un) = A@ B = AP B.

Demostracion: La primera igualdad es consecuencia de la proposicion anterior. Probemos
AP B =A@ B. Sea f ¢ A@ B, entonces existen F € Ay G € B tales que f = F +G.
Entonces para todo € > 0 existen g € By h € L*(u) tales que G = g+ hy ||h]|, < . Por
lo tanto podemos escribir f = (F + g) + h, donde F + g € A@ B y ||h|, < ¢, es decir
f € A@ B. La otra inclusion se prueba andlogamente. O
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4.2. Teorema individual ergédico en L*(u)

Teorema 1.22. Sean (X, M, pu) espacio de medida y 7 : X — X una transformacion
que conserva la medida. Sea f € L?(u), entonces para casi todo v € X las medias A, f(x)
tienen limite cuando n — 0.

Demostracién: En vista de la descomposicién de L?(u) del Corolario 1.21, en primer lugar
estudiaremos la convergencia en casi todo punto de funciones de A@ B. Sea f € A,
entonces

que converge a f(z) para todo x € X.
Sea g € B. Veamos que A,g converge a 0 en casi todo punto. Como g € B, entonces
existe f € L*(u) tal que g = f — T(f). Tenemos entonces

f@) _ S @)

n n

Ang(x) = Anf(x) — An(T(f(2))) =

El primer término converge trivialmente a 0 para todo z € X. Para probar que el segundo
término tiende a 0 en casi todo punto, observemos que

. 1 n 2 o . 1 n e 2 . 1
S 3 ) = S 1T = WD < o
Por tanto Y~ | & f(7"(2))? < oo en casi todo z € X, y esto implica que lim w =0
n—o0

para casi todo z € X. Hemos probado asi que A,g — 0 en casi todo punto.

Seanf € L?(u) y € > 0, entonces como A@D B es denso en L?(u), existen FF € A@ By
H e L*(p) tales que f = F + H y | H||, < €.

Para probar la convergencia en casi todo punto de {A,, f(x)}, probemos que es de Cauchy
para casi todo x € X. Definamos el conjunto

Ea:{QZEXI m sup |Anf(x>_Amf<'r)’ >a}>

1
N—oo mun>N
y probemos que u(E,) = 0 para todo a > 0. Observemos que

y como hemos visto A,,(F) converge en X \ N, con N un conjunto de medida nula. Se
sigue entonces que

E,CE ={xe€X: lim sup |A,(H)(z)— A,(H)(x) >a}UN.

N—o0 mn>N
Entonces aplicando el Corolario 1.19 para p = 2 se tiene,
p(Es) <p(Eg) < p({z € X : 2sup |Ay(H)(2)| > a})

2A 2A
< Hll; < e

Como ¢ > 0 es arbitrario, entonces necesariamente pu(FE,) = 0. Hemos probado que
{A,f(z)} es una sucesién de Cauchy en casi todo z € X, entonces como R es completo
tenemos que es convergente en casi todo punto. [l
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4.3. Teorema individual ergédico en LP(p)

Teorema 1.23. Sean (X, M, pn) espacio de medida y 7 : X — X una transformacion
que conserva la medida. Sea f € LP(u) con 1 < p < oo, entonces para casi todo x € X
las medias A, f(x) tienen limite cuando n — oo.

Demostracion: Sean f € LP(u) y € > 0. Entonces, como L?(u) N LP(p) es denso en LP(u),
1
existe F' € L*(u) N LP(u) tal que ||f — F||, < ev. Si definimos H = f — F, entonces

tenemos la siguiente descomposicién, f = F + H con F € L*(u) N LP(u) y | H]|, < ev.
Para probar la convergencia en casi todo punto de {A,, f(x)}, probemos que es de Cauchy
para casi todo x € X. Definamos el conjunto

E,={rx e X: lim sup |A.f(z)— A.f(z)| > a},

N—=00 1 n>N

y probemos que p(E,) = 0 para todo o > 0. Observemos que
Anf —Anf = (A F — ApF) + (AH — AL H)

y por el Teorema 1.22 tenemos que A, F' converge en X \ N, con N un conjunto de medida
nula, se sigue entonces que

E,CE ={zeX: hm sup |An(H)(x) — A(H)(z)| > a} UN.

N—oo myn>N

Entonces aplicando el Corolario 1.19 obtenemos,

p(Ew) <u(EL) < pl{x € X : 25up |4, (H) (x)] > a})

2A
<— ||H||p < — €.
oP

Como ¢ > 0 es arbitrario, entonces necesariamente p(FE,) = 0. Hemos probado que
{A,.f(x)} es una sucesiéon de Cauchy en casi todo = € X, entonces como R es completo
tenemos que es convergente en casi todo punto. O

El caso p = 1 del Teorema 1.23 es muy importante, es el llamado Teorema de Birkhoff.
Ahora que hemos probado la existencia del limite de A, f en casi todo punto para toda
f € LP(u), vamos a obtener algunas propiedades del limite.

Teorema 1.24. Sea (X, M, 1) espacio de medida y 7 : X — X una transformacion que
conserva la medida. Sea f € LP(u) con 1 < p < oo. Si denotamos por f* al limite de las
medias A, f(x) = %Zz;é f(r%(x)), entonces tenemos

1. f* es T-invariante mddulo u, es decir, f*(7(x)) = f*(x) para casi todo v € X.

| 1#@ldnt) < [ 15 dute

es decir, f* € L'(u). Ademds, si u(X) < oo, entonces se da la igualdad

/f Jdp(x /f )dp(x (1.10)

2. Sip=1, entonces
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Demostracion: Sea f € LP(u) con 1 < p < oo,y f* el limite de A, f. Para probar que f
es T-invariante vamos a usar la siguiente relacion entre A, 1 f v A, f,

n
n+1

Api1f(z) = fz) + Anf.

n+1

Usando esta relacién y la definicién de f* obtenemos

n—+1
n

n—0o0

= lim An1f(z) = lim A, f(2) = f*(2)

F(r(@)) = lim A, f(r(2)) = lim (AnH f@) = == f@:))

en casi todo x € X.
Supongamos ahora p = 1, entonces para cada n se verifica

[ 1)t §;/v (@) due) = [ 1) duta)

y como A, f — f* en casi todo punto, entonces usando el Lema de Fatou tenemos

15 @ldute) < timint [ |4, 1) duta) < mint [ 7@ dnte) = [ 17 dita).

Supongamos por tultimo que pu(X) < oo, probemos la igualdad primero para funciones
acotadas. Sea g acotada, entonces como el espacio de medida es finito g € L'(11). Entonces
existe M > 0 tal que |g(z)] < M para todo z € X. Observemos que podemos aplicar
el Teorema de la convergencia dominada a A,g, ya que |A,g(x)| < M € L'(u), y las
constantes son integrables en espacios de medida finita. Ademas, por lo probado en el
apartado 1, existe ¢g* € L'(u) 7-invariante médulo u tal que A,g — ¢* en casi todo
punto. Entonces,

/X g (z)dp(z) = /X (,}ggo Ang(l')) dp(r) = lim XAng(:v)du(x)z /X g(@)du().

Sean f € L'(u) y € > 0. Como las funciones acotadas son densas en L'(u), entonces
existe g € L'(p) acotada tal que ||f —g||; < §. Por lo probado en el apartado 1 existe
f* € LY(p) tal que A,f — f* en casi todo punto, por tanto

/deu—/xf*du‘é /deu—/xgdu'+
S/ If—gldu+’/ gdu—/g*du +

<lf-l+o+| - dﬂ

<Uf =gl 417 —gl < 5 +5=¢

gdp — / f*du‘
X X

/g*du—/ f*du’
X X

Como € > 0 es arbitrario, entonces se da la igualdad / f(x)dp(x / flz)dp(z). O
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4.4. Identificacion del limite

En el siguiente resultado vamos a ver que si 7 es ergédica podemos calcular explicitamente
el limite de las medias A, f.

Teorema 1.25. Sean (X, M, u) espacio de medida y 7 : X — X wuna transformacion

ergddica que conserva la medida. Si f € L'(u), entonces se verifica

1. Si0 < pu(X) <oo, lim A, f(x) = ;/ f(z)du(z) en casi todo x € X.
nreo w(X) Jx

2. Siu(X) =00, lim A, f(x) =0 para casi todo x € X.
n—oo

Observacion 1.26. El caso u(X) = 0 no se estd considerando, ya que carece de interés.

Demostracion:

1. Por el Teorema 1.24 tenemos que A, f converge en casi todo punto a una funcién
f* T-invariante. Como 7 es ergodica, entonces aplicando la Proposicién 1.13 obte-
nemos que f* esigual a una contante A en casi todo punto. Ademads, como estamos
suponiendo p(X) < oo, entonces por (1.10) tenemos que

[ t@dute) = [ 5 @pnta) = An(x),

@)= A= ﬁ /X f(@)d(z)

Por tanto,

para casi todo z € X.
2. Si pu(X) = o0, entonces necesariamente f* debe ser la funcién nula en casi todo
punto, ya que es la inica constante integrable. [l

Vamos a probar que, si u(X) < ooy f ¢ L'(u) entonces en general no se tiene la
convergencia en casi todo punto de las medias A, f.

Teorema 1.27. Sea (X, M, ) espacio de medida, con u(X) < oo, y7: X — X una
transformacion ergddica que conserva la medida. Si f ¢ L'(u) es no negativa, entonces

lim A, f(z) = 00
n—oo
para casi todo v € X.

Demostracion: Sea {sy} una sucesién de funciones simples integrables tal que 0 < s T f.

Entonces se tiene,
liminf A,,s;(x) < liminf A, f(x).
n—oo

n—o0

Por otra parte, como s, € L'(u) para cada k, tenemos

1
—/ sp(x)dp(z) = lim A, sip(x) = liminf A, s, (z) < liminf A,, f(x)
w(X) Jx n—00 n—00 n—00

para casi todo z € X. Tomando limite cuando k£ — oo obtenemos

1 .
—X)/Xf(x)du(a:) gllgg}fAnf(x).

para casi todo x € X. Y como / f(z)du(z) = oo, entonces lim A, f(x) = oo en casi
X

n—oo

todo punto. [l
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5. Teorema ergddico en media

En esta seccién vamos a estudiar la convergencia en LP(u) de A, f para 1 < p < oo.
En primer lugar trataremos el caso p = 1, para el que solo serd cierto el resultado para
espacios de medida finita.

Teorema 1.28. Sean (X, M, ) espacio de medida con p(X) < oo y7: X — X una
transformacion que conserva la medida. Si f € L'(u1) entonces A, f(x) = %ZZ;& (7*(x))
converge en L'(j).

Demostracién: Supongamos en primer lugar que f € L'(u) es acotada, es decir, existe

M > 0 tal que |f(z)] < M para todo x € X. Entonces por el Teorema 1.23 existe

f* € L' (u) tal que A,f — f* en casi todo punto. Para ver que lim ||A,f — f*||, =0,
n—oo

basta aplicar el Teorema de la convergencia dominada

-1

3

f(r¥(x)

k=0

A f| = ZM M e L' (p)

k=

SIH

SRS

ya que las constantes son integrables por ser X de medida finita. Por lo tanto aplicando
el Teorema de la convergencia dominada tenemos que A, f — f* en L'(u).

Sea f € L'(u) y € > 0. Como las funciones acotadas son densas en L'(p), existe g € L*(p)
acotada tal que ||f —g|l; < 5. Como g € L'(u), entonces existe g* € L'(u) tal que
A,g — g* en casi todo punto. Ademas, como g es acotada por lo probado anteriormente
existe ng € N tal que ||A,g — g*||; < § para n > ng. Sea n > ng, entonces

[ALf = Il <NAnf = Anglly + 1 Ang — g7 Il + lg" = £71I;
<A (f =9y + [ Ang — g7l + 1I(f — 9)"]I;
<|\If =glli + |14ng — "l + IIf — 9l

<£+§+E—€
3 3 3

O

Observacion 1.29. El resultado anterior es falso para espacios de medida infinita, como
vamos a ver con el siguiente ejemplo. Sea (Z, P(Z),#), donde # es la medida contadora.
Definamos la transformaciéon 7 : Z — Z, 7(k) = k + 1, que como sabemos conserva la
medida. Entonces por el Teorema 1.23, para cada f € L'(#) existe f* € L'(#) tal que
A, f — f* en casi todo punto. Supongamos que el Teorema 1.28 es cierto para espacios

de medida infinita, entonces
lim [|4,.f — *]l, = 0.
n—oo

Como 7 es ergddica y el espacio es de medida infinita, entonces por el Teorema 1.25
tenemos que f* = 0 en casi todo punto. Por lo tanto,

Zf

)| d# = o.

lim
n—oo

Si suponemos f > 0, entonces

Oznh;rgo/Z%Zf( ) = lim Z/f )4t = /fd#
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Entonces necesariamente f es la funcién nula en casi todo punto. Hemos probado asi que
la tinica funcién no negativa para la que se cumple el Teorema 1.28 es la funciéon nula en
casi todo punto.

Aplicando la desigualdad del Teorema 1.18 podremos probar que A, f convergen en LP(u)
para toda f € LP(pu).

Teorema 1.30. (Teorema de Von Neumann) Sean (X, M, ) espacio de medida y
7: X — X una transformacion que conserva la medida. Si f € LP(u) con 1 < p < o0,
entonces A, f(x) = L S070 f(7"(x)) converge en LP(j1).

Demostracion: Sea f € LP(u) con 1 < p < 00, entonces aplicando el Teorema 1.23 obtene-

mos que existe f* tal que A, f — f* en casi todo punto. Veamos que lim [[A,f — f*||, =
n—oo

0. Observemos que |4, f(x)| < M f(z) para todo € X, y aplicando el Teorema 1.18 te-

nemos que ||Mf||, < C, [ ]|, < oo. Por tanto M f € LP(u) y podemos aplicar el Teorema
de la convergencia dominada en LP(u), lo que concluye la prueba. U

Como consecuencia inmediata obtenemos la convergencia en medida de las medias A, f
para toda f € LP(u), ya que la convergencia en LP(u) implica la convergencia en medida.

Corolario 1.31. Sean (X, M, u) espacio de medida y 7 : X — X una transformacion
que conserva la medida. Si f € LP(u) con1 < p < 0o, entonces A, f(z) = %ZZ;& f(r*(x))
converge en medida.



Capitulo 2

Convergencia Cesaro «

El propésito de este segundo capitulo es introducir la convergencia Cesaro «, que sera
el objeto de estudio en el Capitulo 4 en el ambito de la Teoria Ergddica. En la primera
seccion se introduce el concepto de método de convergencia regular y se prueban algunas
de sus propiedades basicas. En la siguiente seccion se generaliza la convergencia Cesaro
de sucesiones, y se define un método regular, denotado por (C, a), para cada « € R\ Z~.
También probamos algunas condiciones necesarias para la convergencia (C, «). Seguida-
mente se estudia la relacion de la convergencia Cesaro « con la teoria de series divergentes.
En la ultima seccién se define la sumabilidad Abel y se prueba una relacién con la su-
mabilidad (C, a)). Por tltimo se exponen sin prueba algunos teoremas tauberianos. Para
elaborar este capitulo se han seguido los libros de Zygmund [17], Hardy [7] y Duren [1].

1. Meétodos de convergencia

Es conocido el concepto de convergencia de sucesiones, y, como sabemos, existen sucesiones
que no convergen. Vamos a definir procesos de convergencia mas generales que permiten
asociarles un limite a estas sucesiones, de manera que las sucesiones convergentes en el
sentido usual sigan teniendo el mismo limite con estos nuevos procesos.

Sean M = (a;;),j)enxny una matriz infinita y {s,} una sucesion numérica. Entonces a esta
sucesion le asociamos una nueva sucesién {0, } dada por

0
Onp = § AnkSk
k=0

para cadan = 0, 1, ..., suponiendo que para cada cada n dicha serie converge. Esta matriz
define un método de convergencia, en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Si la sucesién {0, } tiene limite s, entonces decimos que la sucesion {s,, }
es convergente M con limite s.

Definicién 2.2. Supongamos que los niimeros

Qnk

WE

Nn - Z |ank:| y An -
k=0

B
Il

0

existen y son finitos para todo n. La matriz M se dice que es regular, o que el método
de convergencia que define M es regular, si se satisfacen las siguientes condiciones:

17
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1. lim a,; = 0 para todo k = 0,1, 2...
n—oo

2. La sucesién {N,,} es acotada.

3. lim A, =1.

n—oo

Si todos los a,, son no negativos se dice que M es una matriz regular positiva.

Observacion 2.3. Observemos que si los N, son finitos, entonces los A, son finitos.
Ademas, si la matriz M es positiva, entonces la condicién 2 es consecuencia de 3, ya
que A, = N,.

Teorema 2.4. Sea M una matriz reqular, y {s,} una sucesion, supongamos que existe s
finito tal que s,, — s, entonces o, —> S.

Demostracion: Podemos escribir s = s+ 1, con n, — 0. Entonces tenemos la siguiente
descomposicién o, = o}, + o, donde o), = sA, y o, = > 7, Mkank. Como M es matriz
regular entonces A, — 1, luego o,, — s. Veamos ahora que ¢/ — 0. Sea N una cota
superior de {N,,}, y ¢ > 0. Como 7, — 0, entonces existe ky € N tal que si k > kg
entonces |1;| < 55%. Por tanto

ko 00 ko c 00
[ §Z|77k||ank|+ Z k|| @ SZlnkHanH"‘ﬁ Z | @
k=0 k=ko+1 k=0 k=ko+1

El primer sumando tiende a 0 cuando n — oo por la propiedad 1 de las matrices regulares,

. . k

por lo tanto existe ng € N tal que si n > ng, entonces )% [mk||ans| < 5. El segundo
: 5 oo £ __ € : "

sumando verifica 55 > 7, 1 [ank] < 55N = §. Por lo tanto si n > ng tenemos |oy| < ¢,

es decir, o/ — 0. Con esto queda probado que o, — s. [l

Observacion 2.5. Si s = 0 entonces no hace falta suponer 3 para obtener el resultado, ya
que entonces o, = o/, y la condicién 3 unicamente ha sido necesaria para la convergencia
de o/..

Teorema 2.6. Sea M una matriz reqular positiva, entonces

liminf s,, <liminf o, <limsupo, < limsup s, (2.1)
n—r00 n—oo n—o00 n—00

para cualquier sucesion {s,} para la cual {o,} esté definida. En particular, si M es
positiva el Teorema 2.4 es cierto para s = +00 y § = —00.

Demostracion: Sean liminf, . s, = s, limsup,,_,., S, = 5. Probemos que limsupo,, <5.
Si s = 400, entonces la desigualdad es evidente, supongamos pues s < +00. Sea o > S.
entonces existe kg € N tal que si k& > kg entonces s, < «, aplicando la propiedad 1 de
matrices regulares tenemos

on < o(1) + aan ko1 + Angora + -..) = 0(1) + a(A, + o(1)).

Ahora teniendo en cuenta que M es matriz regular y por tanto lim,, .., A, = 1, tenemos
que limsup o, < «a, y como esto es vélido para todo o > 5, entonces limsupo, < 5. La
desigualdad s < liminf o,, se prueba andlogamente. U
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2. Convergencia Cesaro generalizada

Dada una sucesién {s,}, se dice que es convergente en el sentido de Cesaro si existe el
limite de las medias aritméticas, esto es, lim,, o, 255245 Fste método es un método de
convergencia regular, ya que la matriz es A = (aux) con a,, = }L, donde k <ny a, =0
en otro caso. Esta matriz es positiva y verifica trivialmente las propiedades de matriz
regular. En esta seccion generalizaremos la convergencia Cesaro y daremos un proceso de
convergencia para cada a« € R\ Z~.

Teorema 2.7. Sean {p,}22, v {q.}52, dos sucesiones y sean

Po=> e Qu=)_ a
k=0 k=0

donde q, > 0 para todo n, y ademds ), — 00. Bajo estas condiciones, si ’;—: — s,

entonces L Q — S.

., Pn
Demostracion: Sean s, = — y 0, = —. Entonces,

In Qn

o — Potpi+...+pPp  SoQo+ S1¢1 + ... + SpQn _Z /LI
n = = = ——Sk-
@n @n Qn

Entonces los 0, son las medias lineales asociadas a {s}, veamos que la matriz asociada es
regular. Es una matriz positiva, pues ¢, > 0 para todo n. Ademads, como lim,,_,,, @), = 0,

entonces lim,, ., 2 o = 0 para cada ¢. Por ultimo para cada n € N, Zz 0 51 = % =1,
luego lim,, W = 1. Por tanto, aplicando el Teorema 2.6 obtenemos que s < g <
o < s, luego @ = ¢ = s, y por tanto hemos probado que o, = S—" —> S. 0

Observacion 2.8. Observemos que si tomamos g, = 1 para todo k, obtenemos el conocido
resultado para la convergencia Cesaro, si s, — s, entonces =12 — s, es decir, que
la convergencia ordinaria implica la convergencia en el sentido Cesaro. Esto justifica la
siguiente definicion.

Definicién 2.9. Dada una sucesién {s, }32,, definimos para cada k = 0, 1, 2... la sucesién

{S*} dada por:
S =5,  St=gFtysty 45 (B>
Analogamente, para cada k = 0, 1, 2... definimos la sucesién {A*} dada por:
AV =1, AR =AbtpAR AR (B> ).

Decimos que la sucesién {s,} es convergente por la k-ésima media aritmética de
Cesaro, o simplemente convergente (C, k) al limite s, si se verifica

Observemos que la convergencia (C, 0) es la convergencia ordinaria de sucesiones. Si en el
Teorema 2.7 tomamos p, = S¥ y g, = AF obtenemos el siguiente resultado.
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Corolario 2.10. La convergencia (C, k) de una sucesion implica convergencia (C,k + 1)
al mismo limite.

Para calcular los valores numéricos de A* usaremos el siguiente resultado sobre series de
potencias.

Teorema 2.11. Sea {a,} una sucesion, y A, = ag + ... + a, para todo n. Entonces si
|z| < 1, se verifica

i apz” = (1 —x) i A,z"
n=0 n=0

suponiendo que una de las series converge.

Demostracidn: Supongamos primero que la serie Y~ A,x™ converge, entonces

(1—x) i A,x" = i A, z" — i A"t = A+ i(A" — Apq)a"
n=0 n=0 n=0 n=1

=ag + Z a,x" = Z anx”.
n=1 n=0
Andlogamente, si |z| <1,y > 7 a,z™ converge, entonces
1 oo oo oo o0 oo
S (50 (o) < ot it = S
n=0 k=0 n=0 n=0 n=0
OJ
Aplicando este resultado a A* y S* obtenemos,
k. n __ k=1, n __ k=2,m _ . _
> Ane _1_I2An v _<1_x)2ZAn S s
n=0 n=0 n=0
iskxn: 1 f:sk—lmn: 1 isk—2xn:'“: 1 f:s()xn
e S e L=z iz " (L—z)tim ™

1 1
(1—x)k" (1 —x)kt?
tienen sentido para todo k € R, y por tanto podemos definir los A% y S* como los
coeficientes del desarrollo en serie de potencias de esa funcion.

Esto nos permite ampliar nuestra definicién, ya que los términos

Definicién 2.12. Sean o € R\ Z~ y {s,}32, una sucesién. Se dice que la sucesién {s,}
es convergente (C,«) con limite s, si

«
«

n
oy =— —5
n et

An

cuando n — 0o, donde S y A% vienen dados por las expresiones

oo

o, N 1
ZAn‘r = (1 _ ZL’)a+1

n0 ) . : (2.2)
; ngxn = m ; SnfEn
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Se denota (C, «) lim s, = s. Los nimeros S¢ y 0% se llaman respectivamente sumas de
n—oo

Cesaro y medias de Cesaro de orden « de la sucesion {s;}. Los A son llamados
numeros de Cesaro de orden .

Observacion 2.13. Debemos interpretar la segunda igualdad de (2.2) formalmente, es
decir, siempre que la suma de la derecha tenga sentido se definen los coeficientes S5’ como
el desarrollo en serie de potencias de la funcién de la derecha. Sin embargo, como veremos
a continuacion, la definiciéon de los Sf solo depende se los coeficientes A y no de la
sucesion {s,}.

Observacion 2.14. A diferencia de la Definicion 2.9, en esta definicién « no tiene porqué

ser un entero no negativo, la unica restriccion es @ # —1, —2, ..., ya que si « fuera algun
entero negativo, entonces W serfa un polinomio, y por lo tanto A% serfa 0 para n

suficientemente grande, lo cual no nos permite definir off. Nosotros estudiaremos el caso
a>—1.

De las definiciones de A% y S&, y del producto de Cauchy para series, se sigue que para
todo a y ( se tienen las siguientes expresiones:

A =S AL 23

Sothrl — Z SeAP (2.4)

En particular, para a — 1 y = 0 obtenemos las siguientes expresiones recursivas

n n

A=At Sy =) sph (2.5)

k=0 k=0

De estas expresiones se deducen las relaciones A% — A2 | = A"l y §o — Go = Go-l
Sustituyendo o« = —1 en (2.4) y aplicando las relaciones anteriores obtenemos la siguiente
férmula para los S?

n n n n—1
Sy = Z Sk_lAﬁfk = Z(Sk - Sk—l)Ag—k = Z Agfksk - Z Agfkqsk
k=0 = k=0
n—1

:Agsn Z(Ai r— A 1> Sk’_ZAn 1Sk

k=0

y por lo tanto

" k=0

De la definicién de los AZ, ZA%:L’” = obtenemos que si a # —1,—-2, ...

entonces

1 2)...

ag = let et (O‘+"):("+O‘). (27)
n! n

Ahora que hemos calculado los coeficientes AY y tenemos la expresion (2.6) para o2,

podemos escribir la Definicién 2.12 de forma mas simple.
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Definicién 2.15. Una sucesién {s,}>°, se dice que es convergente (C,«) con limite s,

S1
n

a 1 a—1
o, = T ;Anksk — 5 (2.8)

cuando n — oo, donde AY = ("T%) y AF = 1.

Como consecuencia de haber calculado los coeficientes A% explicitamente en (2.7), obte-
nemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.16.

1. St a> —1, entonces A es positivo.

2. Sia >0, entonces A% es creciente como funcion de n.

3. St —1 < a <0, entonces A} es decreciente como funcion de n.
4. A% =1 para todo n.

5. Sia< —1, AY es de signo constante para n suficientemente grande.

e
n’

Proposicion 2.17. Se tiene la siguiente estimacion sobre los coeficientes A

nC\{
) S —
" Tlat 1)

es decir, existen Cp,Coy > 0 tales que para n grande se tiene

12

(2.9)

« «

n
Qrm+m

donde 1" representa la funcion Gamma.

n
< AY < -
= "—@rm+u’

«

T (a+ 1)

n

= 1. Consideremos la siguiente suce-

Demostracion: Vamos a probar lim
n—oo (

n*n!
2(z+1)(2+2)...(2+n)
lim F,(z) = I'(z). Primero probaremos que [ (1 —1)"¢*"'dt = F,(z), para ello va-
n—oo

sién de funciones de variable compleja F,(z) = , Y veamos que

t

n
mos a hacer el cambio de variables ¢ = ns y luego integraremos por partes n veces con
u=(1-s)"ydv=s"1ds,

n t n 1
/ (1 - —) t=~tdt :nz/ (1—s)"s* ds
0 n 0
s*1°= !
=n” { {(1 — 5)"—] + —/ (1— s)”lszds}
< s=0 <z Jo

1
:nzﬁ/ (1 —s)""ts*ds
0

z
z+1 75=1 1t
—n*" (1-— 3)"_18— + 2 / (1—s)" 2" ds 3 = ...
z 2+1],._, z2+1J
—1n—2 1 !
L n / s¥T1ds
zz4+1242 2z4+n-1),
|
=n’ n = F,(2).

2(z+1)(z+2)...(+n)
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Tomando limite y aplicando el teorema de la convergencia dominada obtenemos

lim F,(z) = lim (1 - i) =~ tdt = / e 't = T'(2).
0 0

n—o0 n—oo n
. / n%n! _
Aplicando estoaalb z = « obtenemos que lim,, et e — ['(«v). Por tanto
lim,, oo (a+1)(ocn+273'...(a+n) = al'(a) = I'(ae + 1), que es lo que queriamos probar.
Una vez probado esto, podemos encontrar Cy, Cy > 0 cercanos a 1, tales que
na Oé
Ci—7—F—= <A <Oy
"T(a+1) ~ Tla+1)

para n grande. 0

Observacion 2.18. Como consecuencia de la Proposicion 2.17 obtenemos que si a < —1
entonces »_ - |A%] < oo.

Teorema 2.19. Si o > 0, entonces la convergencia (C,a) es un método regular.

Demostracion: Observemos que la convergencia Cesaro « estd asociada a la matriz {a,}
AT . :
donde a,; = z;’“ sik <nyay = 0sik > n Veamos que esta matriz es regu-

lar. Observemos en primer lugar que como o > 0 entonces o — 1 > —1 y por tanto
aplicando la Proposicién 2.16 obtenemos que la matriz {a,;} es positiva. Si k& < n,

a—1
=t = 0 por la estimacién de la Proposicién 2.17. Si
k > n, entonces lim, o appy = lim, ,,, 0 = 0. Para cada n € N, aplicando (2.5) te-
nemos A, = 337700k = 7z 2y Aol = Az Dk At = azAn = 1,y por tanto

lim,, o, A, = 1. Hemos probado asi que la matriz {a,;} es una matriz regular positiva. O

entonces lim,,_,o @, = lim,,

2.1. Propiedades de la convergencia Cesaro «o

En esta parte vamos a estudiar las propiedades de la convergencia usual de sucesiones que
se mantienen para la convergencia Cesaro «.

Teorema 2.20. Sean {z,}5°,, {yn}>>, dos sucesiones. Supongamos que , € Yy, con-
vergen (C,a), entonces {x, + yn}o2, converge (C,«). Ademds, si (C,a)limz, = x y
(C,a)limy, =y, entonces (C, ) lim(z, +yn) =2 +y.

NPT x Yy T+y : \ [ee) [e%¢)
Demostracion: Sean o, 0¥ y o=t las medias de Cesaro de orden a de {x,}22, {yn}o,
y {xn + yn 132 respectivamente. Entonces, basta observar

n n

1 1
+y __ -1 _ -1 _
o, A%ZAg_k(.Tk—Fyk) = A_%Z kl'k—i-A—nZ WYk =0, oy,
k=0 k=0 k=0
y aplicar la propiedad andloga para la convergencia usual de sucesiones. [l

Observacion 2.21. Observemos que la propiedad equivalente para el producto es falsa. Si
tomamos z,, = y, = (—1)" y estudiamos la convergencia (C,1), entonces tenemos que
(C,)limz, = (C,1)limy, =0y (C,1)limz,y, = (C,1)lim1 = 1.

Proposicién 2.22. Sean o > 0 y {z,}32, una sucesion tal que (C,a)lim|z,| = 0.
Entonces (C,a)limz,, = 0.
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Demostracion: Sea ¢ la sucesion de medias de Cesaro de orden « de la sucesién {z,,}°2,,

entonces
o—
" k=0

<—ZA |l’k|—>0,

nkO

lonl =

donde hemos usado que o > 0, y por tanto por la Proposicion 2.16 los coeficientes de
Cesaro son positivos. O

Observacion 2.23. El reciproco del resultado anterior es falso, para ello basta considerar
la sucesion a,, = (—1)".

Observacion 2.24. Observemos que si {z,}5°, una sucesién tal que (C,«a)limz, = x, y
{Zn, }32, es una subsucesién de {z,}>°,, entonces no necesariamente (C,«)limz,, = .
Por ejemplo, consideremos z,, = (—1)", como sabemos (C,1)limxz, = 0. Sin embargo, si
tomamos la subsucesion xy, = (—1)%* = 1, entonces (C, 1) lim zo;, = 1.

Teorema 2.25. Sean {s,}>, una sucesion y o > 0. Si {s,} converge (C,«), entonces
Sp = o(n®).

Demostracion: Sea s = (C, @) lim s,,. Podemos suponer s = 0, ya que en otro caso basta
considerar la sucesién {s, — s}, y por el Teorema 2.20 tenemos (C, «)lim(s, — s) = 0.
Si probamos el Teorema para s = 0, entonces tendremos 2% — O y por tanto necesa-

Sn

riamente 22 — 0 cuando n — oo. Supongamos entonces o, = A% Zk:o nfksk — 0
cuando n — oo. Entonces aplicando (2.4) tenemos

sp = 85 = STl =y g et = Z Ao ARog.

Por tanto, podemos escribir

n

ZZ_;QZAnakIAkUk_ZAkA a—1 a.

™ k=0

AY >
Sea A = ( Ak A 1) , donde entendemos A,_lfk_l = 0si n < k. Vamos a probar que
n,k=0

mn
la matriz A verifica las condiciones 1 y 2 de matriz regular, y por tanto como o — 0
aplicando el Teorema 2.4 tendremos probado que 4% — 0 cuando n — oo. Entonces
usando la Proposicién 2.17 tendremos s,, = o(n®).

1. Utilizando la Proposicion 2.17 tenemos que para n suficientemente grande existen
constantes C, Cy > 0 tales que

« e

k e L AR k o
Clﬁ(n—k) I < A—kAnk1<02—(n—k) L

n
Entonces como a > 0 tenemos

AL o ke i 1
a— < a _ a
Je A S Cgln =) = Ok ey — 0

cuando n — oo. Por el otro lado,
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Ag —a—1 ke~ —a—1 a 1

TL

AP
cuando n — oo. Hemos probado entonces lim —An e L=1.
n—oo

2. Como «a > 0, entonces por la Proposicién 2.16 tenemos A% > A% > 0 para todo
k < n,y por tanto tenemos

An ak lAa

Z|A a—1 _Z|Alza71‘ SZ‘Alza71| < 50
k=0 k=0

0

Teorema 2.26. Si una sucesion es convergente (C,«) con limite s, para un o > —1,
entonces también es convergente (C, o+ h) con limite s, para todo h > 0.

Demostracion: Sean o las medias de Cesaro de orden « de la sucesion. Entonces utilizando
(2.6) y la definicién de ¢% podemos escribir

n h—1 o« n h—1 o
arh _ 2ok=0 AnkSE A AL,

no T Aath T L Ageh Tk -

o

a+h «

Hemos obtenido asi que o son medias lineales de of, razonando como en el teorema
anterior se prueba que la matriz asociada es regular para a > —1 y h > 0. Ahora basta
aplicar el Teorema 2.4 y obtenemos que o*" converge a s. 0

Ejemplo 2.27. Sea 0 < 3 < 1. Veamos que la sucesién a,, = (—1)"n” converge (C, o) para
todo o > 3, pero no converge (C,«) para a < (3.
Sea < a < 1, veamos que {a,} converge (C, ).

o S AT — k1)) S AT D 1)
" k=0 " k=0
Estudiemos el primer sumando, probemos en primer lugar que lim,, . (n® —(n+1)?) = 0.
Para ello basta con aplicar el teorema del valor medio a f(x) = 2” en [n, n+1] y obtenemos
In® —(n+1)°] < Bn+1)"1 — 0, yaque f—1 < 0. Por tanto lim,,_,.(—1)"(n? —
(n +1)%) = 0, y esto implica que el primer sumando tiende a 0. Estudiemos el segundo
sumando,

n n—1
1 1 1
— N A1)k 1P =—N A L(—1)k 1P+ —(=1)" 1)?
T 2 AT D kD) = S AT D R D)+ (1) (D)
k=0 k=0
n—1

|
x|~
g

B
Il
o

(Aozp — AT ) (=D (k+1)°

i
L

+
His
s
S Q
=L
L
=
+
+

S
B
Il

I

S

+
Sy

3
+O
2
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Estudiemos cada sumando por separado. Es claro que C,, — 0 ya que § < «. Para el
primer sumando tenemos

n—1 n—1
1 a— a— 1 o
Aal = ST (AT = AL (DM 1P| = | ST AR ) e+ 1)
" k=0 ™ k=0
nﬁ = a—2 a—2
SFZ| n—k| AQZ|A |< Z|A |<CA_—>O
" k=0 " k=0 " k=0

yvaque f<ay o, |AY7?| = C < o0, porque o — 2 < —1. Por tltimo,

n—1 n

1 N ) 1 -
B, = AO‘ ZAn—/lc—l(_l)k 1(k + 1)18 Aa ZAn—l};(_lygkﬁ
" k=0 " ok=1

1 -1 k
= > AT = —of
n =0
Juntando todas estas estimaciones tenemos,

:—ZA —(k+ 1))+ A, — 02+ C,,
A k=0
y por tanto, 20& — 0. Esto prueba que {a,} converge (C,«) a 0 para todo 8 < a < 1.
Entonces, por el Teorema 2.26 converge (C, 3) para todo § > «a. Sin embargo no converge

‘ (=1)rn?

(C, a) para o < f3, para ello, por el Teorema 2.25, basta observar que =nf —

00, ya que f — a > 0.

Ejemplo 2.28. Sea 0 < o < 1. Vamos a dar un ejemplo de una sucesion que converge

(C, ) y no converge (C, ) para < «. Consideremos la sucesién a,, = %, veamos
que converge (C, «). Podemos escribir,
ke 1 © ke k+1)°
ot = LA gy 7 o A ol
Ay e~ log(k +2) Ay log(k+2)  log(k +3)
1< (k+ 1)~
+— Y AT (D = [, + 11,
Ac ;0 F log(k + 3)
Observemos que lim,, . <logzl:+2) — 15)2;;2;) = 0, para probarlo basta aplicar el teorema
del valor medio a f(x) = ngETm en [n,n+ 1] y observar que o« — 1 < 0. Tenemos entonces

que lim,, . (—1)" (log?:JrQ) — 152(223)) = 0, y por tanto aplicando el Teorema 2.19 y el

Teorema 2.4 tenemos lim,,_,., I,, = 0. Estudiemos ahora I1,,

= (k+1*  (=)"(n+1)°
1, =— ; Anfk(—UklOg(k +3) " Avlog(n+3)
= (k+1)°
=5 2 e ) O )
g p (BAD* 1 (0 1)°
2 Y o) " A et e

=A, + B, + C,.



CAPITULO 2. CONVERGENCIA CESARO o 27

Estudiemos cada sumando por separado, aplicando que f(z) es creciente para x suficien-
temente grandes, tenemos que para n suficientemente grande

[An] = AiZfAi K 101;(233) A 1og (n+2) :Z;|
. 1 N o0
7T 2 S Gy LM S oy — O
Para el segundo sumando tenemos,
. n a
- Ai n Aﬁ‘i“”’“mguﬁ—am e

=0

Y C,, — 0 trivialmente. Entonces tenemos
op=0L+1,=1,+A,+B,+C,=1,+A,+C, — o),

y por tanto, 2062 — 0. Esto prueba que a,, converge (C, «) y por tanto usando el Teorema

2.26 tenemos que a, converge (C,/3) para todo 5 > «a. Sin embargo, si 8 < «, entonces
mn j— aiﬂ
|?L_‘*| - lngL(n—i-Q)
que a, no converge (C, 3).

— 00, ya que o — (3 > 0. Y por tanto, en vista del Teorema 2.25 tenemos

2.2. Sumabilidad Cesaro «

Lo analogo a lo que hemos visto para sucesiones se puede definir para series numéricas
> u,, para ello basta aplicar las definiciones de convergencia Cesaro a a la sucesién de
sumas parciales. Sea Y wu, una serie y {sx} su sucesiéon de sumas parciales, entonces
observemos que por la definicién de los coeficientes S tenemos S, ! = w,,.

Definicién 2.29. Sea ) u, una serie y {sx}7°, su sucesién de sumas parciales, se dice
que es sumable (C, «) con suma s, si

n

o 1 oa—
On = TIa ZAnf,isk T Z AY up —> S (2.10)

n k=0 n k=0
cuando n — oo, donde AY = ("T%) y A§ = 1. En este caso, escribimos (C, ) > u, = s

De la misma forma el Teorema 2.25 se prueba este resultado, que es el andlogo para series.

o0

Teorema 2.30. Si una serie Z up, es sumable (C,«), con a > —1, entonces u,, = o(n®).
n=0

Las mismas propiedades que se tienen para la convergencia Cesaro « se tienen para la
sumabilidad Cesaro «, para probarlas basta aplicar las conocidas para sucesiones a la
sucesion de sumas parciales.
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3. Teoremas Tauberianos

En esta tltima seccién vamos a introducir un nuevo tipo de convergencia de series, la
sumabilidad Abel, que como veremos es mas débil que la sumabilidad Cesaro a con
a > 1.

Definicién 2.31. Una serie >~ a, se dice que es sumable en el sentido de Abel,
con suma s, si se verifican las dos siguientes condiciones

L f(z) =307 apx™ < 400 para todo x € (0, 1).

! 00 n _
2. lm Y 7 japa" = s.
z—1

En el siguiente resultado veremos que la sumabilidad Cesaro implica la Abel.

Teorema 2.32. Si la serie Y u, es sumable (C,a), con a > —1, con suma s (no
necesariamente finita), entonces también es sumable Abel con suma s.

Demostracion: Sea f(x) = > o~ u,x", y sea {z,} una sucesién en (0,1) con z, — 1
cuando n — oco. Entonces:

f(z,) = (1 — z,)*™ Z Sk = (1 — @)™ Z oL AS Tk,
k=0 k=0

La expresién de la derecha es una media lineal de la sucesién {c%} y correspondiente a
la matriz M = {a.}, con au, = A¥(1 — x,)*"1z*. Esta matriz es positiva y satisface las
condiciones 1 y 3 de matriz regular. Entonces f(x,) — s. 0

Como sabemos, si una serie es convergente, entonces es sumable (C,a) y en vista del
resultado anterior, esto implica la sumabilidad Abel. El reciproco no es cierto. Para ver
esto basta considerar la serie > (—1)", que no es convergente, pero si converge (C,1).
Sin embargo, si suponemos alguna hipotesis adicional podemos probar el reciproco, a
estos resultados se les llama teoremas tauberianos, y a la hipotesis adicional, condicion
tauberiana. Vamos a exponer sin demostracién algunos teoremas tauberianos para la
sumabilidad Cesaro « y la sumabilidad Abel.

La clave para probar los siguientes teoremas tauberianos se basa en el teorema anterior,
se prueba que si la serie es sumable Abel y ademéas cumple una condicién tauberiana,
entonces es sumable en el sentido usual. Luego, aplicando el teorema anterior tenemos
que si la serie converge (C, ) con o > —1, y cumple una condicién tauberiana entonces
es sumable. La demostracién de estos resultados no se incluye en esta memoria debido a
la longitud de la misma, pueden consultarse en Duren [1] o Hardy [7].

Teorema 2.33. (Teorema de Tauber) Sea {a,} una sucesion tal que na, — 0. Si
(Coa) > jan = A con a >0, entonces la serie Y a, es convergente a la suma A.

Teorema 2.34. (Teorema de Hardy-Littlewood) Sea Y ;- a, una serie y {S,} su
sucesion de sumas parciales. Si f(x) =Y " a,x” — A cuando v — 17 y S,, > 0 para

todo n, entonces o,, — A cuando n — oo, donde o, son las medias aritméticas de {S,}.

Teorema 2.35. Si la serie y ., a, es sumable Cesdro o para algin o > =1 ya, = O(3),
entonces la serie es convergente, y de hecho es sumable (C, ) para todo f > —1.

Teorema 2.36. (Teorema de Hardy) Si la serie Y - a, es sumable Cesaro v para
algin o > —1 y {na,} es acotada inferiormente, entonces la serie es convergente.



Capitulo 3

Espacios de Lorentz L(p, q)

En este capitulo introduciremos los espacios de Lorentz L(p, ¢). Para ello primero estudia-
remos la funcion de distribucién y el reordenamiento decreciente de una funcion medible.
Seguidamente se definen los espacios de Lorentz y se prueban algunas de sus propiedades.
Por ultimo, introducimos algunas definiciones de la teoria de interpolacion de operadores,
y se prueba un resultado que serd necesario en el siguiente capitulo. Para la elaboraciéon
de este capitulo se han seguido los libros de Stein y Weiss [11], Bennett y Sharpley [1] y
la tesina de Kristiansson [9].

1. Funcién de distribucién y reordenamiento decre-
ciente

A lo largo de esta seccién (X, M, ) denotard un espacio de medida o-finito.
Definicién 3.1. Sea f : X — R una funciéon medible. Se define la funcién de distri-
bucién de f como la funcién p; : [0,00) — [0, 0o] definida por

w) = p({z € X1 [f(@)] > A, A0, (3.1)

En el siguiente resultado se prueban las principales propiedades de la funcién de distribu-
cién.

Proposicion 3.2. Sean f,g: X — R funciones medibles. Entonces
1. py es decreciente y continua por la derecha.

2. Su|f(z)| < |g(z)| para casi todo x € X, entonces pp(N) < pg(\) para todo A > 0.
3. prrg( A+ A2) < pp(A) + pg(X2) para todos Ay, Ay > 0.
Demostracion:
1. Sean 0 < A\; < \y. Entonces
{ze X:[f(@)] > M} D {z e X [f(2)] > Ao},

entonces obtenemos pp(A1) > pr(Ag). Probemos ahora que iy es continua por la
derecha en cada \y > 0. Para cada A definimos el conjunto

Ay={z e X :|f(z)| > A}

29
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Para probar que iy es continua por la derecha en )y basta con demostrar que
1My, o0 pp (Ao + £) = p1y(Ag). Consideremos la sucesion expansiva {A, ,1}°2,, que
verifica !

[e.e]
A = A
n=1

Entonces,

. 1 . >
Jim pop(Ao + —) = lm p(Ay 1) = p <U1 Am;) = py(Xo)-

Esto prueba que p¢ es continua por la derecha.
2. Supongamos |f(x)| < |g(z)| para casi todo x € X, entonces
{re X [f(x)] > A} C{ze X |g(z)] > A}.
Por lo tanto, f17(A) < pg(X), para todo A > 0.

3. Este apartado es consecuencia de la siguiente relacion de inclusion
{re X |fx)+g@) >+ }C{reX |f(x)>M}U{zreX:|g(z) > N},

lo que implica prpqe(A + Aa) < pp(A1) + pg(Ae).

O
Ahora ya tenemos lo necesario para definir el reordenamiento decreciente de una funciéon
medible.

Definicién 3.3. Se define el reordenamiento decreciente de una funcién medible f como
la funcién f*: [0,00) — [0, co] definida por

f(t) =mf{A>0: pup(N) <t} (3.2)
donde inf () se considera igual a oo.

El siguiente resultado nos dice que podemos ver el reordenamiento decreciente de una
funcién f como la funcién de distribucién de jiy con respecto a la medida de Lebesgue en
R.

Teorema 3.4. Se da la igualdad
fH(8) =my @),  t=0 (3.3)
donde m es la medida de Lebesque en R.

Demostracion: Como la funcién de distribucién py es decreciente, entonces sup{\ :
pr(X) >t} =m{A: pr(A) > t}). Por tanto,
FH(1) = f{A = 0 iy (0) < 2} = supfA s g (N) > £ = m({A g (0) > 1) = my, (0)

O
Como consecuencia de este resultado y de la Proposicién 3.2 obtenemos las siguientes
propiedades del reordenamiento decreciente.
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Corolario 3.5. Sean f,g: X — R funciones medibles. Entonces,
1. f* es decreciente y continua por la derecha.
2. Si|f(x)] < |g(x)| para casi todo x € X, entonces f*(t) < ¢g*(t) para todo t > 0.

En la siguiente proposicion se exponen algunas propiedades del reordenamiento decrecien-
te.

Proposicién 3.6. Sea f: X — R una funcion medible. Entonces,
1. Para cada o € R se tiene (af ) (t) = |a|f*(t).
2. f*(t) > X siy solo si pup(N) > t.
3. fy f* son equimedibles, esto es,
iz € X 1 (@) > M) =m({t > 0: £(8) > A})
para todo A > 0, donde m es la medida de Lebesgue.

4. SiA>0ypr(X) < oo, entonces f*(pup(N) > Xy f*(up(X)+e) < X para todo € > 0.
Sit >0y f(t) < oo, entonces ps(f*(t))) < t y pup(f*(t)) —e) > t para todo
0<e< f*t).

5. 510 <p < oo, entonces

(1) (&) = f(t)".
6. Si Ae M, entonces (fxa)” (t) < f*(t)X[o,uca)(t) para todo t > 0.
Demostracion:

1. Sea a € R, entonces

(af)*(t) =f{A > 0: par(A) <t} =inf{A > 0: py (|%|> <t}

— it {jalu: us(u) < 6} = [al*(0).
2. Supongamos que ps(A) > ¢, entonces como iy es decreciente y continua por la

derecha, tenemos A < inf{v : ps(v) <t} = f*(¢). Ahora supongamos que f*(t) > A,
es decir, nf{v : ps(v) < t} > A Entonces, como pus es decreciente obtenemos

pr(A) > t.

3. Sea m la medida de Lebesgue en [0, 00). Entonces aplicando el apartado anterior,

myp(A) =m({t = 0: f*(t) > A}) = m({t = 0: py(X) > t})
=m([0, g (X)) = ps(A).

4. Supongamos que pr(A) < oo, entonces como jir es decreciente tenemos

fr(upN) =1nf {s > 0= pp(s) < pp(N)} = A
Sea ¢ > 0, entonces

S (upA) + ) =mf{s > 0 pp(s) < pp(A) +e} <A
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Supongamos que f*(t) < 0o, entonces como /iy es una funciéon decreciente tenemos

r (F7(8) = g (inf A > 02 41, (A) < 1)) <.

Sea 0 < € < f*(t), entonces como f y f* son equimedibles tenemos

py () =) = p({z € X |f(z)] > (1) —€})
=m({s>0:f"(s) > f"(t) —e}) = .

5. Sea 0 < A\ < oo, entonces

(f7)(t) =if{A > 0 p({z € X [f(2)P > A}) = ¢}
=mf{? >0: p{zr € X :|f(x)| > v}) >t} = f*(t)".

6. Como (fxa)(z) < f(z) para casi todo z € X, entonces por el Corolario 3.5 tenemos
(fxa)*(t) < f*(t) para todo t > 0. Por otra parte, como u({x € X : |(fxa)(z)| >
A}) < u(A), entonces para cada t > u(A) tenemos (fxa)*(t) = 0 . De estas dos
estimaciones obtenemos

(fxa)™ () < 7 (#)X (04 (1)

O
Como consecuencia de estas propiedades podemos probar que reordenamiento decreciente
es Unico, como vamos a ver en el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Fxiste una unica funcion f* continua por la derecha, decreciente y equi-
medible con f. Entonces, el reordenamiento decreciente es 1unico.

Demostracion: Sean f{(t) y fs(t) dos funciones distintas, continuas por la derecha, decre-
cientes y equimedibles con f. Como son distintas, entonces existe ¢ tal que f;(to) # f3(to),
podemos suponer, sin perdida de generalidad, f;(to) > f3(to). Por la continuidad por la
derecha de f] existe un intervalo no vacio [to, t1] tal que f;(t) > f5(to) paratodot € [to, 1],
y por tanto como f; es decreciente tenemos f;(t) > f5(to) para t € [0,¢;]. Usando esto y
que ambas son decrecientes obtenemos

m({t = 0: fi(t) > f3(to)}) = ta,

m({t = 0: f3(t) > f3(o)}) <t < 1.

Esto es una contradiccién, ya que ambas son equimedibles con f, y por tanto f v f3
son equimedibles. Hemos probado entonces f;(t) = f5(t) para todo ¢, y por tanto el
reordenamiento decreciente es unico. U

Teorema 3.8. Supongamos que { fr} es una sucesion de funciones medibles tales que para
todo x € X se tiene |fr(z)| < |fer1(z)| para k € N. Si f es una funcion medible tal que
|f(x)] = kh'm |fr(z)| para todo x € X. Entonces,

—00

1. para cada X >0, pif, (A) T pr(X) cuando k — oo.

2. para cada t >0, fi(t) 1 f*(t) cuando k — oo.
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Demostracion: Sea X > 0. Para cada k € N definimos los siguientes conjuntos
EV={zec X |fil@) > N CEy={zcX:|f(x) >N}

Observemos que la familia { EF}3°, es expansiva y Ey = |J,—, E% . Esto implica py, (\) =
u(EY) < w(ES™) = pp,., (A). Y por tanto

]}1_{20 ps(A) = hm N(EA <U EA) = pu(Ex) = pp(A).

k=1

Esto concluye la prueba de 1. Para probar 2 basta aplicar el primer apartado a la sucesion
{15, }, entonces obtenemos que para cada t > 0 se tiene my,, (t) T my,(t), y por el Teorema

3.4, esto es fr(t) T f*(t). O

Teorema 3.9. Sean f,g: X — R medibles, entonces el reordenamiento decreciente de
la suma f + g verifica la siguiente desigualdad

(f +9)"(ts +t2) < [ (1) + g™ (t2) (3.4)

para todos ty,ts > 0. En particular, para t; =ty = % obtenemos la siguiente desigualdad

para todo t > 0
s <r(3) o (3).

Demostracion: Sean ti,ta > 0. Supongamos que f*(t1) + ¢g*(t2) < 00, ya que en caso
contrario no hay nada que probar. Aplicando la Proposicién 3.2 (3) y la Proposicién 3.6
(4) tenemos

ppg(f7 (1) +g7(t2)) < pp(f*(t1)) + pg(f7(t2)) < 1 + o

Por la definicion de reordenamiento decreciente

(f +9)"(ts +t2) < f7(t1) + g7 (t2)-

U

Ejemplo 3.10. Vamos a calcular la funcion de distribucién y el reordenamiento decreciente
de una funcién simple. Sea s(z) = Zle ;X 4, (7) una funcién simple con o > ag > ... >
ap > ag1 =0, A; ={z € X : s(z) = o;}. Entonces,

ps(A) = p(for € X o [s(x)] > A}) = p({r € X Z%XA > A} = ZﬁjXBj(A)

donde f; = 5:1 (A, v Bj = [aj41, ;) para j = 1,2, ..., k. Luego la funcién de distri-
bucién de una funcién simple es una funcién simple. El reordenamiento decreciente de s
también es una funcién simple

s*(t) = mf{\ > 0: p,(\) <t} =mf{\>0: ZBJXB ) <t} = Zajxmj 1) (0)-
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Ejemplo 3.11. Sea X = N, M = P(N), y p = # la medida contadora. Las funciones
medibles f : N — R son sucesiones {a,}2;. Su funcién de distribucién es pp(A) =
p({n € N: |a,| > A}) para A > 0. El reordenamiento decreciente es una funcién definida
para todo t > 0, pero podemos interpretarlo como una sucesién si definimos a’ = f*(t)
para n — 1 <t < n. Por tanto, a = inf{\: pus(\) <n—1} =inf{\: p({k € N: |a,| >
A}) <n—1}. Luego {a}} es la sucesion {|a,|} permutada en orden decreciente.

1.1. Reordenamiento decreciente y normas p

En esta seccion probaremos que la norma p de una funcién solo depende su reordenamiento
decreciente o de su funcién de distribucion.

Teorema 3.12. Sean 0 <p < oo y f: X — R una funcion medible. Entonces

Jis@paut) =p [0 tugvan= [ v (3.5)

Y
sup )\Nf()\)% = sup t%f*(t). (3.6)
A>0 >0
Ademas, para p = oo tenemos
1/l = f7(0).
Demostracion: La primera igualdad de (3.5) es conocida ya que se ha probado en la asigna-
tura Andlisis Real, su demostracién puede encontrarse en [9]. Vamos a usar esta igualdad

para probar la segunda igualdad. Aplicando que |f|P y (|f|?)* = (f*)? son equimedibles,
es decir, que tienen la misma funcién de distribucién, obtenemos
J1r@rdut) = [ wpovir= [ ugpovir= [ v
X 0 0 0

Probemos (3.6) para funciones simples en primer lugar. Sea s(x) = Z?Zl ajxa,(r) una
funcién simple con a; > as > ... > ap > apy1 =0,y A; = {x € X : s(x) = a;}. Entonces,
como hemos visto en el Ejemplo 3.10, su funcién de distribucion es,

k
ps(A) = Z Bjx[aj+1,aj)(>\>’
j=1

donde B; = 327 u(A;). Y su reordenamiento decreciente es

k

s*(t) = Z AjX[Bj-1,85)
j=1
Por tanto,
1
sup Aus()\)% = sup f/a; =sup t%s*(t).
A>0 1<j<k >0

Ahora aplicando el Teorema 3.8 obtenemos (3.6). Para la tltima igualdad, teniendo en
cuenta que la funcién de distribucion es positiva y la definicién de la norma infinito,

[fllee =f{A >0 p({z € X+ |f(z)] > A}) = 0}
=inf{A >0:pur(A) =0} =mf{A>0: ur(\) <0} = f*(0).
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1.2. Desigualdad de Hardy-Littlewood

Lema 3.13. Sea f : X — R una funcion medible. Entonces, para cada A € M tenemos

la desigualdad
n(A)
[l@lan) < [ rw
0

Demostracion: Si p(A) = oo, entonces

/|f Ndu(o) < [ 17@lduta) = [ £ (0at

Si p(A) < oo, entonces

[ r@ldute) = [ 1f@patoldute) = / (Fxa)” (e

w(4)
< / P oy ()7t = / f ().
]

Teorema 3.14. (Hardy-Littlewood) Sean f,g : X — R dos funciones medibles.

Entonces
[ t@g@laut) < [~ (3.7)

Demostracion: Vamos a probar el resultado para funciones simples no negativas, el caso
general es consecuencia inmediata del teorema de la convergencia monétona y el Teorema
3.8. Sea s una funcién simple de la forma s(z) = 25:1 ajx,;(v), donde a; > ay >

> ap > ap =0,y A = {x € X : s(z) = a;}. Podemos escribir s como s(z) =

Y1 Bixs, (@), donde By = U A; y B = aj — aj1. Sean v = YLy pu(A;) y 70 = 0,
entonces aplicando el Lema 3.13 obtenemos

[ sl dna (Z@XB ) Zﬁj/ l9(2)| du(
<Zﬁj /“(B o t)dt:i:(aj—am)/O”(Bj)g*(t)dt

j=1

i oo [k
= Z a; / g*(t)dt = / (Z ajxm_l,wﬂ(t)) g*(t)dt
j=1 Vi—-1 0 7j=1

:/000 s*(t)g*(t)dt.

2. Espacios de Lorentz L(p,q)

En esta seccién vamos a estudiar los espacios de Lorentz L(p, ¢), que son una generalizacién
de los espacios LP(u). Nos centraremos especialmente en los espacios L(p,1) y L(p, o),
que tendran especial importancia en el siguiente capitulo.
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Definicién 3.15. Sea (X, M, u) espacio de medida o-finito, y 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0.
Entonces el espacio de Lorentz L(p,q) es el conjunto de todas las clases de funciones
medibles f tales que el funcional ||f||, < oo, donde

00 dt\ @
(/ (tif*(t))q—) si0<p<oo,0<qg<oo
11,4 = 0, t

suptr f*(t) si0<p<oo,qg=00
>0

donde f* es el reordenamiento decreciente de f.

Observacion 3.16. Esta definicién no incluye el caso L(co,q) con 0 < ¢ < o0, ya que
si f € L(co,q), entonces f = 0 con casi todo punto. Probemos esto por reduccién al
absurdo, sea f € L(0o,q) no nula en casi todo punto, es decir, existen C' > 0y A € M
de medida positiva, tales que |f(x)| > C para todo = € A. Entonces

o0 . d uA) g
= [ 5o = [ @z [ o =

Lo cual es una contradiccion, ya que f € L(oo, q). Por tanto L(oo, q) es trivial.

Observacion 3.17. Los espacios de Lorentz L(p, q) pueden verse como una generalizacién
de los espacios LP(u). La razén es que L(p,p) = LP(u), para 0 < p > oo. De hecho, para
0 < p < 00 la definicién del funcional ||.[|, , nos queda

1= ([ (70 %) ([ rora)
- ([ v auw ) = Il

donde hemos usado el Teorema 3.12. Para p = oo, usando que f* es decreciente y el mismo
teorema que antes tenemos

£ oo = 510 (1) = £7(0) = 1]

Por tanto L(p,p) = LP(u) con igualdad de normas.

Nosotros nos centraremos en los dos siguientes espacios:

L(p,1) ={f : X — R medible : | £, = /0 50 < oo,

L(p,00) ={f : X — R medible : ||f]| = supts f*(t) < oo}.
’ t>0

Ejemplo 3.18. Calculemos las normas (p,1) y (p,o0) de una funcién caracteristica. Sea
A € M de medida finita,

=
>
=
=
N
3
~
S
)
L
S
S~—
~Ta
I
o\.»
~
S
L
s
o
E
=
=
Py

RSl

1 . 1
IXall,00 =sUpt? (xa)"(t) = sUpt? x[o,u(a)) (t) = p(A)?.
t>0 t>0
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En el siguiente resultado veremos que L(p, q) es un espacio vectorial y el funcional .||,
es una cuasi-norma, es decir, cumple la definicién de norma excepto por la desigualdad
triangular. Sin embargo esencialmente verifica la desigualdad triangular de la siguiente
manera, existe C' > 1 tal que || f +g|,, < C(Ifll,, + lgll,,)-

Teorema 3.19. El espacio de Lorentz L(p, q) es un espacio vectorial y el funcional ||.||,,
es una cuasi-norma.

Demostracion: Sean f,g € L(p,q) y a € R, veamos que f + g € L(p,q) y af € L(p,q).
Supongamos en primer lugar 0 < p, ¢ < 0o, entonces aplicando el Teorema 3.9 y haciendo
cambios de variables obtenemos

I+ ol = | [ (0 +0r0)"

[ El - 6)

_ /OOO ((20)7 [/ (w) + 9" (w)]) ﬂ

<2 UOOO 2 ([u%f*(u)}q + [u%g*(u)]q) %“] ’
=257 (1712, + o) " < 25% [2max(l1E, Dol )]

1,1
<25 (1l + ol ) -

3=

IA

[un

Por tanto f + g € L(p.q). Para ver que af € L(p,q) basta con utilizar la igualdad
(af)*(t) = |a|f*(t) del Teorema 3.6, y obtenemos |afl,, = |af[[f]l,, Luego, af €
L(p,q). Si f = 0 en casi todo punto, entonces claramente [|f||,, = 0. Reciprocamente,
supongamos || f||,, = 0 entonces f*(t) = 0 para todo ¢t > 0, y por tanto f = 0 en casi
todo punto. Supongamos ahora, 0 < p < ooy ¢ = co. Entonces,

I + gl =50t (7 + 9 (0) < supes (15 +9(5) )

>0 2 2
= sup(2u)? /() + 4" (1) < 28 (1l + 9l ) -
Luego f + g € L(p, o0). Andlogamente se prueba |[af||, = |a| [ f]], - O

El siguiente resultado, que no se demostrara (véase [9]), es méas fuerte que el anterior, este
teorema dice que en algunos casos de p y ¢ el funcional ||.[|, , es una norma. Esto depende

, . a4_q .
de la monotonfa de la funcién ¢»~, cuando es decreciente |||, , es una norma.
Teorema 3.20. Si1 < ¢ <p op=q=o0, entonces el funcional ||.||, , es una norma.
En vista de este teorema podemos afirmar que (L(p, IDNIN 1) es un espacio normado.

Ejemplo 3.21. Vamos a probar que (L(p, 00), [I1I, OO) no es un espacio normado. Conside-

remos A, B € M talesque A C B, a = (%)5 > 1,y w(B\A) < u(A). Ahora tomemos
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las funciones f(z) = axa(x) + xpa(z) v 9(x) = xa(x) + axp a(x). Los reordenamientos
decrecientes de estas funciones son

() = axoua)y () + Xua),um) (1),
9" (1) = axpo,um\a) (1) + Xjum\a),u(8) (1)-

poo “g“p,oo = M(B); Ahora
1
bien, f(z) + g(z) = (14 a)xs(x), y por tanto || f + 9||p,oo = (1 + a)u(B)>. Entonces,

Como consecuencia de estas igualdades obtenemos que || f

1 1
1+ 9llp 00 = 1+ a)u(B)? > 2u(B)> = || f]l, 00 + 9]0 -

Es decir, no se cumple la desigualdad triangular.

Ahora vamos a probar una relacién de inclusién entre los espacios de Lorentz.

Teorema 3.22. Sea 0 < p < o0 y 0 < q1 < qo < 00. Entonces existe C' > 0 que solo
depende de p,q1 Yy qo, tal que

1 llpgs < C U, (3:8)
y por tanto L(p,q1) C L(p, ¢z).

Demostracion: Podemos suponer ¢; < ¢o ya que en otro caso no hay nada que probar.
Vamos a probarlo primero para ¢, = 0o, usando que f* es decreciente tenemos que para
cadat >0

i = (L [ (@) L) < (L[ (sr0)" L) < (qﬁ) 1710

1
Entonces, tomando supremo para t > 0 obtenemos || f]| .. < <§> " [ £1l,4,- St g2 < 00,

b, —

entonces usando lo anterior tenemos

1

o 1. r—q1+q1 dt\ o 12 a1
= ([ (rw) ™" )" <0 1,

t

q
-4 1 1

P i a2 % P a1 a2
< o 1100 | fllpi = o (WA
O

En el siguiente resultado se expone una propiedad topolégica muy importante de los
espacios de Lorentz L(p, q), son completos. La demostracién del siguiente resultado puede
encontrarse en [9].

Teorema 3.23. El espacio de Lorentz L(p,q) con la cuasi-norma ||.||, , es completo para
todo 0 <p < o0, 0 <q< o0

En particular, L(p, 1) es espacio de Banach para 1 < p < oc.

Teorema 3.24. El conjunto de todas las funciones simples medibles e integrables es denso
en L(p,q) para 0 < p < 00, 0 < g < 0.
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Demostracion: Sea f € L(p,q), f > 0, entonces existe una sucesién de funciones simples
{sn} con 0 < s, 1 f. Aplicando el Teorema 3.4 y la Proposicién 3.2 (2) obtenemos

a_y syg < i1 [ (T NEANS q%fl*fq
B s < 1 (f (2)<+sn(2)) <oy (2) |

Y esta tultima funcién es integrable en (0, 00) ya que f € L(p, q). Aplicando el teorema de
la convergencia dominada y el Teorema 3.8 obtenemos

i |7 —sallt, = im [ (=) L =
Jim 17 = sulf, = i [ (507 - )" G =

3. Operadores de tipo débil restringido

En el siguiente capitulo haremos una interpolacién para un cierto operador maximal en
Teoria Ergodica. Para ello, en esta seccién introduciremos algunas definiciones importantes
en la teoria de interpolacion de operadores, y probaremos un resultado que necesario en
el siguiente capitulo.

Sea T un operador definido en un espacio D de funciones medibles en (X, M, 1) tomando
valores que son funciones medibles en otro espacio (Y, N, v). Decimos que T es subaditivo
si

T(f+ ) @) < |Tfi(o)] + T f2(2)] (3.9)
para casi todo x € X, donde f1, fo € D.

Definicién 3.25. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Si D contiene todas las funciones
simples y todos sus truncamientos, decimos que 7" es de tipo débil (p,q), con 1 < p < o0
y 1 < g < o0, si existe una constante C' > 0 tal que
Cr q
o e X irs@) > < (S, ) (3.10)

para toda f € LP(u) N D. Para ¢ = oo la desigualdad anterior se remplazaria por la
condicién | T'f[|, < CIf],-

En vista de esta definicién de operador de tipo débil, podemos referirnos al espacio L(g, c0)
como débil-L9(u), ya que la desigualdad (3.10) es equivalente a

1
Para probar esta equivalencia basta observemos que, por definicion, supy.q Apurs(A)s <

C | fll,, luego )\,qu()\)% < C||f]l, para todo A > 0. Esto es equivalente a u({z € X :

ITf(z)] > \}) < (g Hpr)q. Ademis, como [|f[, = [If],, ¥ p > 1, entonces por el

Teorema 3.22 tenemos || f[|, < C'||f||,,. Por lo tanto un operador 7" de tipo débil (p, q)
satisface la desigualdad

1T Fllg 00 = C LA (3.11)

para toda f € L(p,1) N D. Luego, que un operador 7" satisfaga (3.11) es méas débil que el
operador sea de tipo débil (p, q), esto da sentido a la siguiente definicién.
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Definicién 3.26. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Si D contiene todas las funciones
simples y todos sus truncamientos, decimos que T es de tipo débil restringido (p,q),
conl <p<ooyl<qg< oo, siexiste una constante C' > 0 tal que

1T fllg00 < C N0 (3.12)
para toda f € L(p,1)N D

En el siguiente resultado veremos que para probar que un operador subaditivo 7" es de
tipo débil restringido (p, ¢), esencialmente, basta con probar que se verifica la desigualdad
(3.12) para funciones caracteristicas de conjuntos de medida finita.

Teorema 3.27. Sea T un operador subaditivo que lleva funciones simples en un espacio
vectorial B con una norma que preserva el orden ||.||. Supongamos que existe C > 0 tal
que

ITxel < Clixel

para todo E € M de medida finita. Entonces existe una constante A > 0 tal que

p,17

ITfI < Clfl

p,17

para toda funcion simple f no negativa en el dominio de T

Demostracion: Sea f > 0 una funcién simple, perteneciente al dominio de 7. Podemos
expresar [ de la siguiente manera, f = Zjvzl CiXEj, CON €1 > Cg > ... >cy > cny1 =0y
{Ej}év:l disjuntos dos a dos. Definimos fi, = bgxp,, donde by, = ¢ — 1 v Fi = U§=1 E;.
Entonces tenemos f = fozl fr v por el Ejemplo 3.10 tenemos f* = Zgzl fr. Entonces,

=

k=1

171 =

N N N
Y NTARI <D Coilixrll,, =C Y bellxsll,, -
k=1 k=1

k=1

Veamos que estd tltima suma es igual a C'[| ]|, ;,

N o (XN ar
b = b i
; kXE, N /0 t (; fk) (t>t
*© N d al <1 a
:/ t (Zf,:(t)) Tt = Z/ G ROT =3 5,
0 k=1 k=1 0 k=1

N
k=

N

> f

k=1

11l =

p,1

| &

N
lorxe e =D bellxall,, -
1 k=1

Por tanto, ||Tf[| < C|/f]],, para funciones simples no negativas del dominio de 7. [J



Capitulo 4

Convergencia de medias Cesaro «
ergodicas

Sean (X, M, ) espacio de medida o-finito y 7 : X — X una transformacién que conserva
la medida. Entonces si definimos el operador T : LP(u) — LP(pn), T(f)(z) = f(7(x)),
como vimos en el Capitulo 1, T es una isometria, es decir, verifica

IO, = 11,

Este capitulo tiene como objetivo el estudio de la convergencia (C,«) de las sucesién
{f(7%(x))}32, para casi todo x € X. Es decir, queremos estudiar la convergencia en casi
todo punto de las medias de Cesaro de orden «, 0 < a < 1, definidas para cada
funciéon medible f como

RO f(x Z ACTITR(F) Z Ao z)), (4.1)
” k=0 " k=0
dondeAf‘L:MyAa—l
En este capitulo veremos que la convergencia en casi todo punto de R f se dard para
toda f € L(é, 1). La clave para estudiar la convergencia puntual de las medias de Cesaro
serd estudiar su correspondiente funciéon maximal

Maf(z) = sup Ry |f](z). (4.2)

Primero estudiamos algunas propiedades del operador maximal ergédico M,. Seguida-
mente probaremos la convergencia en casi todo punto de R%f para toda f € LP(u) con
p > 1, que es denso en L(1,1); para ello nos hard falta una descomposicién de LP(p).
Seguidamente se prueba la convergencia en casi todo punto de R{, f para toda f € L(é, 1).
Por ultimo se estudia la convergencia en norma y en medida de las medias R;,. El capitulo
finaliza observando que L(%, 1) es el mayor espacio, en cierto sentido, para el que se tiene
la convergencia en casi todo punto de R f. En este capitulo se seguira el articulo de
Broise, Déniel y Derriennic [2] y la tesis de Sarridn [12]

Observemos que R} = A, y M; = M, es decir, el caso a = 1 es el estudiado en el Capitulo
1. A lo largo de este capitulo C representara una constante positiva, no necesariamente
la misma cada vez que aparezca.

41
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1. Funcién maximal ergddica

En esta seccion vamos a probar que el operador M, es de tipo débil restringido (a i) y
de tipo fuerte (0o, 00). Mediante una interpolacién podremos probar que M, es de tipo
fuerte (p,p) para todo % <p < 0.

Es inmediato ver que este operador maximal es de tipo fuerte (oo, 00). Sea f € L*®(u),
entonces para casi todo x € X tenemos

RaFI(@) = = 2 A @)] < o 30427 = 11

" k=0 n k=0
Por tanto, tomando supremo en n obtenemos M, f(z) < ||f||,, en casi todo z € X.
Tenemos entonces,
[Maflloo < [1flls - (4.3)
En el siguiente resultado probaremos que el operador maximal ergédico es de tipo débil
restringido (p, p) para p > é

Teorema 4.1. Sean 0 < o < 1 y 7 una transformacion que conserva la medida. Entonces
existe C' > 0 tal que

[Mafllyoo < CUSly (4.4)
para toda f € L(p,1) con i <p<oo.

Demostracion: Vamos a probarlo en primer lugar para funciones caracteristicas. Sea E
medible con u(FE) < oo, consideremos f = yg. Supongamos en primer lugar que p > é
Aplicando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados p y p/, tenemos

Rxe(@) = 3 A bs(r o)

" k=0
1 1
1 (& o ) [ ’
<1 (Zmn_;y’) ( wu») |
n \ k=0 k=0
Estimemos el primer término,
DALY =AY = 14 YA
k=0 k=0 k=1
<1+ C’Z el P < 4 C/ 2P gy
— 0
C /
-1 [ (a=1)p'+1 _ 0]
CES s

Scn(a—l)p’—f—l

En la dltima desigualdad hemos usado que p > i, y por tanto (« — 1)p’ +1 > 0. Por

tanto,
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Luego, Roxp(x) < C (MlXE(x))%, y tomando supremo en n obtenemos la siguiente re-
lacién entre las funciones maximales M, xg(z) < C’(MlXE(x))%. Entonces, usando la
desigualdad débil de tipo (1,1) (Teorema 1.5) para el operador maximal ergédico My,
obtenemos

B =

Mol =sUpH({ € X : Maxs(@) > 1)

<supt(p({r € X - (Maxs(n) > 1))
:stlig)t(,u({x € X : Mixge(z) > tp}))%

= Cu(E)r = Cllxell,,

RS

< Pt<_o Ixell)
su

0 tp X 1
Hemos probado entonces [ Maxgll, ., < Cllxzl,,, parap > =

Observemos que esta misma demostracion no funciona para el caso p = é, ya que hemos
necesitado que (a«—1)p'+1 > 0. Sean p=1ya e X fijo. Vamos a utilizar la desigualdad
de Hardy-Littlewood con f(k) = A"}y g(k:) = xe(7"(z)). La reordenada de una sucesion
{a,} es permutar la sucesién {|an|} de forma decreciente, como vimos en el Ejemplo 3.11.
Por tanto como —1 < a — 1 < 0, entonces {A“‘_l}ioz1 es decreciente, y es igual a f*.

ZA” kXE Zf

"kO "kO
1 &

ocl* a—1

AQEA (h) <322 A
nkO " k=0

:v lx "
<CF <C <n T 1)
—C <n+ : kz:%XE(Tk(x))> < Mixe(@))”

donde I, = #({k € {1,...,n} : xg(7*(x)) = 1}) — 1. Por tanto, tomando supremo tenemos

Maxe(z) < C(Mixe(e))* = C(Mixe()r.
< el

‘B\H

Anélogamente al caso anterior obtenemos que [|[Muxg|1
a7

Una vez probado para funciones caracteristicas, del Teorema 3.27 se obtiene que
[Masll, oo < Cllsll,,
para toda funcién simple s, con p > i

Sea f € L(p,1), con f > 0, entonces por el Teorema 3.24 existe una sucesién de funciones
simples {s;} tales que 0 < s; T f. Tenemos,

R () = 3 AT () = - 30 A7) T s5(7H(0)

" k=0 n k=0 j—)oo
A
= lim =7 AT sy @) < lim Mos;(a)

" k=0
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Tomando supremo en n, obtenemos M, f(z) < lim M,s;(x). Ademds, como s;(z) <
j—oo

f(x) para todo j, tenemos M,s;(z) < M, f(x), para cada j. Por tanto, obtenemos la
igualdad

Maf (@) = lim Mas;(a)

Ahora, aplicando el Teorema 3.8 y el Teorema de la convergencia monodtona, podemos
concluir

Mol = Mol )| =1 Mo,
P, Pp,00
IJIL\I?O HMO‘Sij,oo S jIL\I?o C HSJ'Hp,l
=C |1 s =CIfl,-
p,1
En el caso general basta aplicar lo anterior a f*y f~. O

Ahora tenemos que M, es de tipo fuerte (0o,00) y de tipo débil restringido (i, é),

entonces mediante una interpolacion (caso particular del Teorema de Marcinkiewicz, véase
[1]) vamos a obtener que es de tipo fuerte (p,p) para i < p < o0.

Teorema 4.2. Sean 7 una transformacion que conserva la medida, 0 < o < 1. Entonces
1
para p > = tenemos

[Mafll, < Capll £l (4.5)
para toda f € LP(u). Es decir, M,, es de tipo fuerte (p,p) para p > %

En primer lugar vamos a dar una demostraciéon clasica de este resultado, adaptada al
operador maximal ergédico M,,, para la cual vamos a necesitar la desigualdad de Hardy,
que probaremos en el siguiente Lema.

Lema 4.3. Sea h una funcion positiva y decreciente en (0,00), ¢ > 1 y r > 0. Entonces

</OOO (/Ot h(U)du>qt’"1alt)é < (g) (/OOO (Uh(U))qurldu)é_ (46)

Demostracion: Vamos a aplicar la desigualdad de Jensen, con ¢(t) = |t|? que es convexa
en R. Y considerando la medida dy(u) = ws'du, con la cual, la medida del intervalo
(0,%) es (%) ta. Obtenemos asf,

(/0 h(u)d“)q -( [ h(u)ul—;u;—ldu)"

-1 T t T
<(H)" e / ()Tt du,
0

r

Por lo tanto, aplicando esta estimacion y el Teorema de Tonelli, obtenemos
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Y R O R VA e O
O [ o ([ a

(g)q /000 (uh(u))? u™ "t du.

3

O

Demostracion del Teorema 4.2: En esta demostracion vamos a adaptar la prueba del
Teorema de Marcinkiewicz en espacios de Lorentz de Richard Hunt [3] a nuestro caso en
Teoria Ergédica. Sea p > é y f € LP(u). Entonces por lo probado anteriormente tenemos

[Maflls o <ClIfI (47)
[Mafll <117l (4.8)

Observemos que (4.7) es equivalente a

" (Maf) (t) < C N2, (4.9)
para todo t > 0. Para cada t > 0, consideremos las funciones
e S stf(@)] > (1)
Fo= {o i 1f(e)| < 1)
f(x) = fla) st|f@)l < f(t)
0 si|f(x)]>f(t)

Podemos escribir f(z) = f'(z) + fi(z). Ademés, aplicando la Proposicién 3.6 (4) y (6),
obtenemos

o\ * f(s) si0<s<t
(f)(S)S{O Gesr (4.10)

fx(t) sio<s<t

f(s) sis>t (4.11)

(fi)" (s) < {

Como M, es subaditivo, entonces para casi todo z € X tenemos
Maf(x) = Ma(f' + fi) (@) < Maf'(z) + Mo fi().
Entonces aplicando el Corolario 3.5 (2) y el Teorema 3.9 obtenemos,
(Maf)"(25) < (Maf + Mafi)" (25) < (Maf)" (s) + (Mafi)" (s) (4.12)
para cada s > 0. Ahora utilizando (4.12) y (4.9) obtenemos
(Maf)"(25) < (Maf')" (5) + (Mafi)" (5)
=7 [t (Maf')" ()] + (Mafi) ()
<720, + (Maf) (0)
=G |5, + IMafill
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para cada s > 0. Entonces aplicando el Teorema 3.12 y la desigualdad triangular de
Minkowski

M1l = OOMQ (opdt ) = 2t OOMa “ oyt )
H mp(A< f)@t) (A( f>u>§
<25 (/0 (O 7)o, + 1Ml dt)p

<oie([Teerirp ) v ([T IMai )

Estudiemos cada sumando por separado, para estimar el primer sumando vamos a usar
(4.10) y la desigualdad de Hardy (Lema 4.3)

o) o) 00 p
/0 VA dt:/o ter (/0 s (ft)*(s)ds) dt
OO —ap ! a—1 px d pd
g/o t </0 s*Hf(s) s) t

Para estimar el segundo sumando, usamos (4.8) y (4.11) obtenemos

IMafillo < filloe < F7(2)-

Por tanto,
[ Mgz ar< [ g
0 0

Juntando estas dos estimaciones y usando (3.5) obtenemos

[Mafl, <2hC (/ e dt) ol (/ Ml dt) '
0 @ 0

< o) 1 ([ o) o,

Vamos a dar otra demostracion més “sencilla” del Teorema 4.2, para ello seguiremos la
prueba de Terence Tao del Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz (vedse [16]). Esta
prueba se basa en la discretizacién de (3.5), es decir, si f € LP(u), entonces

I = > 2"ug(27). (4.13)

ne”

O

Esto significa que existen dos constantes Ay, A; > 0 tales que

ALY D 2pp(27) < IFIE < As Y 2" pg(27).

nez neL



CAPITULO 4. CONVERGENCIA DE MEDIAS CESARO o« ERGODICAS 47

Demostracion del Teorema 4.2: Sea f simple medible, consideremos la siguiente descom-
posicién, f,, = fxr, donde F,, = {z € X : 2™ < |f(x)| < 2™ + 1} para cada m € Z.
Entonces f = 3", fm- Como f = >/ | apXa,, entonces existen my,...,m, € Z tales
que para cada j € {1,...,n} se verifica 2™ < |a;| < 21 Es decir, si m ¢ {my,...,m,}
entonces f,, = 0. Hemos probado que como f es simple, entonces f,, = 0 salvo para un
numero finito de m. ~

Sea k > 1, consideremos [ = % < 0. Definimos los coeficientes C,, ,, = 28In=ml " que

verifican .
Y Com=Y Com=> 2 <23 2% < o0
=0

nez meZ nez Jj=

N -1 ~
Sean ¢ = (2 Z;io 2'33> y Cpm = €Cy . Entonces, estos nuevos coeficientes verifican

> Com=> Com <L (4.14)

ne”Z meZ

En vista de (4.13) sabemos que existe una constante A > 0 tal que

IMafID < A 2" pu({ € X - Mo f(z) > 2"}).

nez

Sea B, ={x € X : M,f(z) > 2"} paracadan € Z. Six € E,,

2" < Mof(2) £ Mafn(2).

meZ

Por otra parte, aplicando (4.14) tenemos ., Cy, m < 27, juntando ambas desigualdades

2'Y " Cum < Y Mafn(2).

mEZ MEZ

Por tanto, para algin m € Z se tiene M, f,,(z) > 2"C),n, lo que prueba la inclusién

{reX :Maf(z)>2rC | J{z € Xt Mofn(z) > 2"Crm}-

meZ

Aplicando la subaditividad de pu obtenemos

p{z € Xt Mof(z) >2"}) <) p({ € X - Mo fn(x) > 2°Chin}). (4.15)

meZ

Como |f(x)| < 2™+ para todo x € X, entonces aplicando (4.3) obtenemos la acotacién

de su maximal,
IMafinlloo < Ifmllo <27,

y por tanto M, f,,,(z) < 2™+ en casi todo r € X.

Supongamos que u({x € X : Myfm(x) > 2"C,,n}) > 0, entonces existe algin z € X
tal que M fin(x) > 2MChm v Mafm(z) < 2™ De estas dos desigualdades podemos
concluir, 2"C,, ,,, < 2™+ entonces C,,,, < 2(2™7"). Es decir, la suma de (4.15) se puede
restringir a los m en el conjunto I, = {m € Z : C,,,, < 2(2™ ™)},

p{z € Xt Maf(z) > 2"} < Y p({z € Xt Mafu(@) > 2"Crm}). (4.16)

meln
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Ademas, usando la desigualdad de tipo débil restringido (l l) obtenemos

C 1
p({zr € X : Mo fm(z) > 2"Chm}) <— 1fmll 5,
(2nChm)® wrt
<L2(m+l) M(Fm)
(2nChm)®

1 2m a
<2a .
< C(zncn,m) u(Fy)

Entonces, juntando estas estimaciones y aplicando el Teorema de Fubini para series ob-
tenemos

IMaflh <AD 2" u(E

neZ
<A 2 (e € X s Mofule) > 2°Con)
neL me]n
< np )
<AY oy om C(zno > w(Fy,)
nez meln,
_ 2(mfn)é
A Z 2mpu(Fm) ( Z —12(n—m)P> 7
meZ nEAm (Cn’m)a

donde A, = {n € Z: C,,, < 2(2™™)}. Vamos a probar que la suma interior esta acotada
por una constante que no depende de m. Observemos que en vista de la definicién de los
coeficientes (), ,,, tenemos

Z —Q(min)é o(n—m)p Z 2(m—m)(5—p) 1 Z 9(m=n)(3-p)
x T 2 opmemnE L 2 SmemiE-pE
nEAm ( n’m)a neA,, (82ﬁ|n—m|)a Ea neA,, 2' |(o¢ p)k

Supongamos en primer lugar que n —m > 0, es decir, m < n. En este caso,

9(m—n)(5-p) 9(m—n)(5~p)
— m—n)(1+3)(5~p)
> g~ 2 e = 2 2
nEAm 2/ =Pk nEAm 2 & nEAm
Sean € A, tal quen > m, esto es, C,, ,, = £250"=™) < 2(2m=") y por tanto 9% (1—ap)(n—m) <
22m="_Obtenemos entonces la acotacion, o(n—m)[ 1522 +1] < 2. Seay = S22 +1, y tomemos
k suficientemente grande para que v > 0. Luego, 27"~ < g, y por tanto existe L fijo,
tal que (n —m) < L, es decir, n < m+ L. Asi que,
m+L
ZQm n)(1+5)(5 ) < Z 9(m=n)(1+1)(5-p) — ZQ J(+3)(5-p)
nely
= Z 2/(+% = K < o0,

con K una constante independiente de m.
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Supongamos ahora que n < m, entonces

2m-Gp) n><l—p

nEAm n€EAm 7=0
oo

_ <2(1k)(;p)>j = K, < o0,
=0

donde la ultima serie es convergente porque es una serie geométrica y como p > é entonces

20-DGE-P) < 1, y por tanto K5 es una constante independiente de m. Usando de nuevo
(4.13), podemos concluir,

IMaflll <Ae™a (Ky+ K2) > 2™ p(Fy)
meZ

=Aen (K1 + K2) Y 2P pp(2™)
MmEeZ

<B|lfl,-

Hemos probado que existe B > 0 tal que para toda f € LP(u) simple con p > é se tiene
[IMaflly, < BIIfll;. Si f >0 en LP(u), entonces existe una sucesién de funciones simples
{sk} tales que 0 < s; 1 f, y podemos concluir

[Mafl, =||Ma(lim s:)

= H lim Ms;
p k—o00 P
= lim [[Masi[, < B lm |[sg]],

k—o0
=B,
p

:B’

lim s
k—o0

2. Convergencia en casi todo punto

2.1. Descomposicién de LP(u)

Sea 7 una transformacién que conserva la medida, y T : LP(u) — LP(u), T(f)(z) =
f(r(x)). Definimos los siguientes conjuntos

A={f € PGW/T(f) = f}, B={f ~T(f)/f € L"(u) simple }.

La siguiente descomposicion sera necesaria a la hora de probar la convergencia en casi
1
todo punto de Rj, f para cada f € LP(u) con p > =.

Proposicién 4.4. LP(u) = A B, es decir, A@ B es denso en LP(u).

Demostracion: Veamos en primer lugar que AN B = {0}. Sea g € AN B, como g € A,
entonces tenemos A,g = ¢ para todo n, y por tanto A,g — ¢ en todo punto. Por otra
parte, como g € B, entonces g = f — T'f para una cierta funcién simple f € LP(u). Por
tanto,

Ang = An(f =Tf) = g5 f — 5T
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El primer sumando tiende a 0 en casi todo punto. Estudiemos el segundo sumando, veamos
que lim %f = 0 en casi todo punto. Para ello veamos que la siguiente integral es finita:

n—oo

=1 =1
Han=> g [1ravan=3 S Irs;
k=1 k=1
=1
= 118> 7 < oo,
k=1

pues f € LP(u) y p > 1. Luego, la suma es finita en casi todo punto, y por tanto el termino

general tiende a cero. Hemos probado asi lim % = 0. Tenemos entonces, A,g — 0y
n—oo

A,g — g en casi todo punto, esto implica g = 0 en casi todo punto.

Para probar L () = A@ B vamos a utilizar la siguiente consecuencia del teorema de
Hanh-Banach (véase [7]).

Sea Y un subespacio de un espacio normado X. St Y no es denso en X, entonces existe
un funcional x* # 0 tal que x*(y) = 0 para todo y € Y.

Tomemos AP B como subespacio de LP(u), y supongamos por reduccién al absurdo que
no es denso en LP(u). Entonces existe L : LP(u) — R lineal y continua tal que L(h) =0
para toda h € A@ By L # 0. Es decir, existe f € LP(u) tal que L(f) # 0.

Sea s € LP(y) una funcién simple. Entonces s —T's € B, y por tanto 0 = L(s — T's) =
L(s) — L(Ts), luego L(s) = L(T's). Por induccién podemos probar que L(s) = L(T*s)
para todo k € N, luego L(A,s) = L(s) para todo n. Como A,s converge en LP(u) a una
cierta funcién invariante s, entonces L(A,s) — L(5). Y como L(A,s) = L(s), entonces
L(s) = L(5). Adema&s, como s es invariante, tenemos s € A, y por tanto L(s) = 0. Es
decir, L(s) = 0 para toda funcién simple en LP(u).

Sea f € LP(u). Entonces existe una sucesion {s} de funciones simples tal que s — f
en LP(u). Tenemos entonces L(sg) — L(f). Pero como L(sy) = 0 para todo k, entonces
necesariamente L(f) = 0. Por lo tanto acabamos de probar que L(f) = 0 para toda
f € LP(u), lo cual es una contradiccién. Por tanto A@D B es denso en LP(u). O

2.2. Convergencia en LP(u)

Teorema 4.5. Sean 0 < a<llyr: X — X una tmnsformacio’n que conserva la me-
dida. Si f € LP(u) con - < p < oo, entonces R, f(x) = Aa S AL f(T*(x)) converge
en cast todo punto.

Demostracion: En vista de la descomposicién de LP(u), en primer lugar estudiemos la
convergencia en casi todo punto de funciones de A@ B. Sea f € A, entonces

n n

REf() = = S0 AL (r(@) = Fla) gz S0 AL = f(a),

" k=0 " k=0

que converge a f(z) para todo x € X.
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Sea g € B. Veamos que R g converge a 0 en casi todo punto. Como g € B, entonces existe
una funcién simple f € LP(u) tal que g = f — T'f. Estudiemos primero el caso f = x4
para A un conjunto medible de medida finita. Vamos a probar

lim RY(f—Tf)=0 en casi todo punto. (4.17)
n—oo
En esta parte de la demostracién vamos a seguir la tesis de Sarrién [12]. Para la demos-

tracién de (4.17), expresaremos R%(f — T f) como suma de tres términos, y estudiaremos
la convergencia en casi todo punto de cada uno de ellos por separado. Tenemos

Re(f —Tf)(x ZA% (T f(2) — T f(2)
” k=0
1 — 1 —
—— AT (@) = = D AT f(a)
" k=0 " k=0
1 1 n+1
AT ) - S AT
" k=0 n k=1
Ag ! Tnﬂf(x) o Ag llc Agﬁ k k
e n (B e
_As! THf(z) l—ax~ Aop »
T A Jw) = Ac T Ag ;nJrl—k:Tf(x)

=A,(z) — B,(z) + C,(z).

En la pentltima igualdad hemos usado la siguiente propiedad de los coeficientes de Cesaro
AY — A2 | = A1) para expresar el termino general de la de C,(x) como

ANTh = A = — AT,
_(a—Dafa+1)..(a—1+n—k)
(n+1—Ek)(n—k)!

a—1  oala+1)...(a—1+n)

Cn+l1—k (n—k)!
_ l—a
n+1l—Fk "*
Estudiemos el término A, (z)
Anle) =437 @)
Az
ala+1)...(a—1+n) n!
B n! (o + 1)...(oz—|—n)f($)
a
L

Por tanto, lim A, (z) = 0 para todo z € X. Para probar que lim B, (z) = 0 en casi todo
n—oo n—oo

x € X, haremos un argumento similar al que hiciemos en la prueba de la Proposicién 4.4,
es decir, veremos que la siguiente integral es finita.
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[ i@ = [ S FE e
=3 i [, T @ )
o 1
_ Hpr; (Ag)p

ya que p > i y f € LP(u). Por tanto, lim B,(z) =0 en casi todo = € X.

n—o0
Por dltimo,

Cola) =223 Ak

n k=1

—Z( = )T'ffmAA;

IA
|H
(]
e
?ITI
~
=
=

" k=0
_ 1 M
1 & o1 N S B R A A N
. a - A
A% pr n—k (XA(T (.T))) A% p n—k (TL +1—k
- - 1 L
1 < T l—a \"|"
S A 1 k i Acx—l
A% Pt n—kXA(T (ZL’)) A% e n—k n+1-— k
1 L
1 © L l—a \"|’
S Aa—lTk i Acx—l
Ag £~ i () Ag £~ nE\n+1—k

donde en la primera desigualdad hemos usado la desigualdad de Holder con exponentes
A“’

conjugados 1 < r,7" < 0o, con la siguiente medida sobre {0, ...,n}, v({k}) =

Por tanto, como M, f es finita en casi todo punto ya que f € LP(u) con p > , para

obtener lim C,(x) = 0 en casi todo punto, basta con probar que
n—oo

1 & 1—« "
lim — E A ———— =0. 4.18
n1—>ooA%k ‘ n—k <n+1_k> ( )

Observemos que A% 1 oo cuando n — 0o, y que
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+1 —a \" - —a \"
Z 0 Agﬁ k (n—li-Zak) - ZZ:O Ag—llc (niﬁk)

As,, — A

Ag—i—} (n+2>7" _ Ag—l—% <n+2)
As, —An T Aet (2iD)

n+1

_(1-a " In+ 1\ ala+1)...(a+n) n!
S \n+2 a+1 (n+1)! ala+1)..(a+n—-1)
1—a\"” n+1\n+a« n-+«
= =Ch——— — 0,
n+2 a+1l) n+1 (n+2)r
ya que " > 1. Entonces, aplicando el Criterio de Stolz tenemos que lim C,(z) = 0 en

n—oo
casi todo x € X.
Hemos probado entonces lim R (f — T'f) = 0 en casi todo punto para f = xa. Sea
n—oo

f= ij:l bexa, € LP(p) una funcién simple. Por la linealidad de las medias de Cesaro
de orden « tenemos

Ry(f=Tf)(x (Z brx 4, (2 Z brxa, (T >

N
=D bRy (xa, (2) = xa,(7(2))).
k=1
Como para cada k € {1,..., N}, hemos probado que lim R% (xa,(z) — xa,(7(x))) = 0
n—oo
para casi todo € X, entonces lim RS (f —Tf)(x) = 0 para casi todo = € X.
n—oo

Hemos probado que si f € A B, entonces RS f converge en casi todo punto. Sean
f € LP(u) y e > 0. Entonces como A@ B es denso en LP(u), existe F' € AP B tal que
1f=Fl, < ev. Definimos entonces H = f—F,ytenemos f=F+ H,con F € APB
y |1H]), <<

Para probar que {R% f(x)}52, converge para casi todo z € X, veremos que { RS f(z)
es de Cauchy en casi todo punto. Para cada v > 0 definimos

o0 (e o]

n=1
E, ={reX: hm sup |R; f(z) — Ry f(z)| >~}
N—=00 pm>N

Veamos que p(E,) = 0 para todo v > 0. Como f = F'+ H, por la linealidad de las medias
de Cesaro tenemos

Ry f(x) — Ry f(x) = (RyF(x) — Ry, F(x)) + (RyH(x) — Ry, H(x))

Ademds, como F' € A B, entonces RYF' converge salvo en un conjunto de medida nula
N, y por tanto es de Cauchy en casi todo punto, tenemos entonces

E,CE ={reX: lim sup |RyH(x)— Ry H(z)|>~}UN.

N—o0 nm>N
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Por tanto,

p(E,) < p(E) <p(fa € X+ Jim swp [RLH(w) — Ry, H(z)| > 7))

<p({r € X 2 2sup |RIH ()] > 7})

<u({re X : M H(z) > %})
2P 2C P 20\"
<2 s < () < (2
Y Y 8

En la peniltima desigualdad hemos usado la desigualdad de tipo fuerte (p,p) para el
operador M,, ya que p > é (Teorema 4.2). Como esto es vélido para todo ¢ > 0,
entonces (E,) = 0 para todo v > 0. Por tanto, { R f(z)}2, es de Cauchy para casi todo
z € X,y como R es completo, entonces {R% f}2°, converge en casi todo punto. O

2.3. Convergencia en L(,1)

Teorema 4.6. Sean 0 < o < 1 y 7 : X — X wuna transformacion que conserva la
medida. Si f € L(1,1), entonces RS f(x) = 4= Yo A2Z L f(7(2)) converge en casi todo
punto.

Demostracion: Sea p tal que p > 1, definimos el operador T': LP(u) — LP(p), T f(x) =
f(r(x)). Sea e > 0y f e L(£,1), como L(X,1) N LP(u) es denso en L(<,1), podemos
escribir f = F + H con F € L(:,1)NLP(u) y |H[, <&

Para probar que {R% f(x)}5°, converge para casi todo € X, veremos que { RS f(x)}22,
es de Cauchy en casi todo punto. Para cada 7 > 0 definimos

E,={reX: lim sup |R;f(x)— Ry f(z) >~}

N—o0 n,m>N

Veamos que p(E,) = 0 para todo v > 0. Como f = F'+ H, por la linealidad de las medias
de Cesaro tenemos

Ry f(x) = Ry f(2) = (ByF(x) — Ry, F(x)) + (B H(x) — Ry H(x)).

Ademas, como F' € LP(u), por el Teorema 4.5 tenemos que R%F converge salvo en un
conjunto de medida nula Y, y por tanto es de Cauchy en casi todo punto, entonces tenemos

E,CE,={reX: lim sup R H(z)— R, H(z)>~}UY.

N—oo n,m>N
Por tanto,

p(Ey) < p(E) <p({e € X+ lim sup |R7H(x) — Ry H(x)| > 7})

N_)oon,mZN
<pu({zr € X : 2sup |R2H (z)| > 7})
<pu({re X : M,H(x) > %})

De la desigualdad de tipo débil restringido (é, é),

IMH] s . < ClH],

[e.9]
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podemos obtener que para todo ¢t > 0 se tiene

a

t 2C
o e X Mottt > 39 < (3 1l ) (1.9
Por tanto,

W(E,) < () <p({r € X : MoH(x) > 2})

20 s /20
_(—||H||11) §(7> 5

Como esto es valido para todo ¢ > 0, entonces p(E,) = 0 para todo v > 0. Por tan-
to, {R%f(x)}22, es de Cauchy para casi todo z € X, y como R es completo, entonces
{R%f}>2, converge en casi todo punto. O

3. Convergencia en norma y en medida

El objetivo de esta seccion es probar la convergencia en norma y en medida de las medias
R%f. En primer lugar probaremos la convergencia en LP(u) utilizando que el operador
M., es de tipo fuerte (p,p) para é <p < o0.

Teorema 4.7. Sean 0 < o < 1, i <0p < oo y71: X — X una transformacion que
conserva la medida. Entonces RO‘ flz) = Aa S o A f(TR(x)) converge en LP(u) para

toda f € LP(p).

Demostracion: Sea f € LP(u), entonces por el Teorema 4.5 tenemos que existe f* tales que
Ry f — [* en casi todo punto. Veamos que lim, o || 125 f — f*|[, = 0. Observemos que
|Ry f] < Maof € LP(11), ya que por el Teorema 4.2 tenemos que | M fll, < Allf], < oc.
Entonces aplicando el Teorema de la convergencia dominada en LP(u) concluimos que
RYf — f*en LP(u). O

Observacion 4.8. Observemos que, en vista de la desigualdad del Teorema 3.22, el teorema
anterior implica la convergencia en norma ||||p -, bara toda f € LP(p) con é < p < oo.

Como corolario inmediato de la convergencia en LP(u) obtenemos la convergencia en
medida de las medias R% f para toda f € LP(u).

Corolario 4.9. Sean 0 < a < 1, l <p<OoOYT: X — X una transformacion que
conserva la medida. Si f € LP(u), entonces R f(x) = Au S o A% f(TR(x)) converge en

L(p,o0) y, por lo tanto, en medida.

Como consecuencia de este resultado, utilizando un argumento de densidad vamos a pro-
bar la convergencia en medida para toda f € L(é, 1).

Teorema 4.10. Sean 0 < « < 1ly7: X — X una transformacion que conserva la
medida. Entonces RS f(x) = Aa S o AT f(TR(x)) converge en medida para toda [ €

L(L,1),
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Demostracion: Sea f € L(é, 1), entonces por el Teorema 4.6 existe f* tal que RY f — f*
en casi todo punto. Tenemos que probar que para todo A > 0 se tiene

lim p({z € X : |[R3f(x) — (@) > A}) = 0.

Sean e, A >0yp > é, como LP(M)HL(é, 1) es denso en L(é, 1), existe g € Lp(u)ﬂL(é, 1)
tal que [[f —gll+, < (25)", donde C' es la constante de la desigualdad de tipo débil

restringido (é, i) para el operador M,. Como g € LP(u), entonces por el Teorema 4.9

tenemos que existe ng € N tal que si n > ng entonces

p{e € X |Rog(x) — g*(x)] > A}) <

DO | ™

Sea z € X tal que |RS f(z) — f*(z)| > A, entonces

A <Ry f(z) — f*(2)] <|R, f(z) — Rog(x)| + |Ryg(x) — g*(z)| + g (x) — f*(2)]
=Ry (f — 9)(x)| + |Rpg(x) — g™ (x)| + |(f — g)" ()]
<2Ma(f = 9)(x) + [Ryg(z) — g*(2)].

Luego,
{re X R f(z) - f'(2)| > A} Az € X 2Ma(f — 9)(z) > 5}

Ul € X+ |R3g(x) — g°(@)] > 5

| >

Sea n > ng, entonces aplicando la desigualdad de tipo débil restringido (i, é) (Teorema
4.1) tenemos

p({r € X BT (@) — (@) > A}) <nl{r € X 2 2Mu(f — g)(a) > 2))

bl € X+ |R3g(e) — g ()] > 3)

4C 1 . A
< IF =gl , + ulfr € X 2 |Rig(@) = g"(0)] > )
i

2 2 7

4. Necesidad del espacio L(<,1)

Para finalizar, vamos a observar que L(é, 1) es el mayor espacio, en cierto sentido, para
el que se tiene la convergencia en casi todo punto de las medias R f. Mas concretamente,
L(é, 1) es el mayor espacio invariante bajo reordenamiento para el que se tiene la conver-
gencia en casi todo punto. Es decir, dada una transformacién 7 que conserve la medida,
y funcién f ¢ L( é, 1), existe una funcién f” equimedible con f, tal que RS f' no converge
en casi todo punto. Este resultado se debe a Broise, Déniel y Derriennic, la demostracion
puede encontrarse en [2].
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Teorema 4.11. Sea 7 : (0,1] — (0,1] una transformacion ergddica que conserva la
medida. Entonces, para 0 <a <1, f>0y f ¢ L(é, 1) existe una funcion f' equimedible
con f tal que
lim sup R f'(z) = o0
n—oo

para casi todo x € X.

Observacion 4.12. De hecho, en [2] también se prueba que si f € L*(u), entonces
liminf RO f' < / fdu
n—oo X

en casi todo punto.

La demostracién de este teorema se basa en el método de apilamiento (véase [(]). Se toma
una transformacién 7 definida en (0, 1] que viene dada por el método de apilamiento
correspondiente a la division por 2; se puede probar que estas transformaciones conservan
la medida y son ergédicas. Dada una funcién f ¢ L(é, 1), debido a que 7 esta definida
por el método de apilamiento, se puede encontrar una transformacion 6 que conserva la

medida tal que
lim sup R, (f* 0 0) = 0o

n—oo

en casi todo punto, donde f* es el reordenamiento decreciente de f. Observemos que la
funcion f* o6 es equimedible con f, ya que 6 conserva la medida y f* es equimedible con

f.
Este resultado nos asegura que, en general, no se tiene la convergencia de las medias R, f
para f € La(p).
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Apéndice A

Funcion maximal de
Hardy-Littlewood

Definicién A.1. Sea f € L'(R"), definimos la funcién maximal de f como

Mf(z) = sup —— / )|y (A1)

reB m(B)
para cada x € R", y donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a
x.

Para probar propiedades de la funcion maximal necesitamos el siguiente lema de recubri-
miento.

Lema A.2. Supongamos B = {By, ..., By} una coleccion finita de bolas abiertas en R™.
Entonces existe una subcoleccion finita de B disjunta. B;,, ..., B;,, tal que

Demostracion: Vamos a dar un argumento constructivo: tomemos como B;, la bola con
mayor radio de B. Entonces eliminamos de B la bola B;, y todas las que intersequen a
B;,. Todas las bolas eliminadas estdn contenidas en la bola B;, concéntrica con B;, y de
3 veces el radio de B;, .

Las bolas restantes estan en una nueva coleccién B’, para la que podemos repetir este
proceso. Después de, como mucho N pasos, obtenemos una coleccion disjunta de bolas
B, , ..., B;,. Denotemos por BM ala bola concéntrica con By, y 3 veces su radio. Observemos
que toda bola B € BB debe intersecar a un B;, y tiene menor o igual radio que B;;, tenemos

B C Bij. Ademas, se verifica

j=1 7j=1

Teorema A.3. Supongamos f € L*(R"). Entonces:

1. Mf es medible.

29
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2. Mf satisface,

i

m({z € R"/Mf(z) > a}) < — | fl;. (A.2)
para todo a > 0, donde A = 3".
3. M f(x) < oo para casi todo x € R™.

Demostracion:

1. Veamos que E, = {x € R"/M f(x) > a} es abierto, y por tanto medible borel. Sea
T € F,, entonces existe una bola B conx € By

—%5égﬂwwy>w

Por lo tanto, todo x en un entorno & pertenece a B, y como consecuencia r € FE,.
Es decir, para cada z € E, hemos encontrado un entorno U abierto tal que U € E,,
luego E, es abierto.

2. Sea E, = {x € R"/M f(x) > a}, entonces para cada = € E, existe una bola B, con
x € B, tal que

m(B:) << [ 1wl (A3)

Sea K un subconjunto compacto de £,, observemos que K es recubierto por  J, g, Be
y por la compacidad de K podemos extraer un subrrecubrimiento finito de K, es
decir K C Uz]il B;. Por el lema anterior extraemos una subcolecciéon B;,, ..., B;, de

bolas disjuntas, con:
N k
m (U Bl) <3") m(B;). (A.4)
=1 j=1
son disjuntas y satisfacen (A.3) y (A.4) tenemos
k
SOSUCIES S oy

UL%WM@SELJ@WFEWM

Como las bolas B;,, ..., B;

ik

Como esta desigualdad es valida para todo subconjunto compacto K C FE,, y tene-
mos que m(E,) = sup{m(K)/K es compacto y K C E,}, entonces es vélida para
el conjunto F,.

3. Observemos que {z € R"/M f(x) = oo} C {z € R"/M f(x) > a} para todo a > 0.
Tomando limite cuando o« — oo en (A.2) obtenemos m({x € R"/M f(z) = co}) = 0.

O
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