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Desigualdades con pesos para operadores maximales
de Hardy-Littlewood asociados a medidas generales

Resumen

El objetivo este trabajo es estudiar desigualdades con pesos para varios operadores ma-
ximales de Hardy-Littlewood asociados a medidas de Borel (positivas) y finitas sobre
conjuntos compactos. Concretamente estudiaremos tres operadores: el operador maximal
de Hardy-Littlewood, los operadores maximales de Hardy-Littlewood laterales y los ope-
radores maximales diddicos laterales. Para estos operadores caracterizaremos los pares de
pesos para los que son de tipo débil (p,p) con respecto al par de medidas (udu,vdu),
p > 1, asi como los pares (u, v) para los que estédn acotados de LP(vdu) en LP(udpu), p > 1.
También estudiaremos las cuestiones anteriores para pesos iguales.

En el primer capitulo estudiaremos el operador maximal de Hardy-Littlewood asociado
a una medida de Borel en R"™ finita sobre conjuntos compactos. El siguiente capitulo
estd dedicado a estudiar desigualdades con pesos para este operador con una hipdtesis
adicional en la medida, que p verifique la propiedad de duplicacion.

En el tercer capitulo estudiaremos desigualdades con pesos para los operadores maximales
de Hardy-Littlewood laterales asociados a medidas de Borel i en R finita sobre conjuntos
acotados.

En el ultimo capitulo definiremos los operadores maximales diddicos laterales asociados a
una medida de Borel p finita sobre conjuntos acotados, y estudiaremos sus propiedades.
Seguidamente estudiaremos desigualdades con pesos para estos operadores.

Palabras clave:
OPERADOR MAXIMAL DE HARDY—LITTLEWOOD, OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-
LITTLEWOOD LATERAL, OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD DIADICO LA-

TERAL, DESIGUALDADES CON PESOS, MEDIDAS GENERALES
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Weighted inequalities for Hardy-Littlewood maximal
operators associated with general measures

Abstract

The main objective of this work is to study weighted inequalities for Hardy-Littlewood
maximal operators associated with positive Borel measures which are finite on compact
sets. Concretely, we will study three operators: the Hardy-Littlewood maximal opera-
tor, the one-sided Hardy-Littlewood maximal operators and the one-sided dyadic Hardy-
Littlewood maximal operators. We will characterize the pairs of weights for which these
operators are of weak type (p,p) with respect to the pair of measures (udu,vdu), p > 1,
as well as the pairs of weights (u,v) for which are bounded from LP(vdpu) into LP(udp),
p > 1. We also study the above questions for equal weights.

In the first chapter, we will study the Hardy-Littlewood maximal operator associated with
a Borel measure in R™ which is finite in compact sets. The second chapter is dedicated
to study weighted inequalities for this operator, with the following hypothesis: p is a
doubling measure.

In the third chapter, we will study weighted inequalities for the one-sided Hardy-Littlewood
maximal operators associated with a Borel measure p in R which is finite in bounded sets.

In the last chapter we introduce the one-sided dyadic Hardy-Littlewood maximal operators

associated with a Borel measure p in R which is finite in bounded sets. We will study its
properties and weighted inequalities for these operators.

Key words:

HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL OPERATOR, ONE-SIDED HARDY-LITTLEWOOD MA-
XIMAL OPERATOR, ONE-SIDED DYADIC HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL OPERATOR,
WEIGHTED INEQUALITIES, GENERAL MEASURES
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Introduccion

En 1930, Hardy y Littlewood [15] introdujeron la funciéon maximal en R, definida de la
siguiente forma, dada una funcién f : (0,a) — R localmente integrable se define

fH(x) = t)|dt.

O<y<z T

En ese articulo probaron que el operador f — f* es acotado en LP para todo p > 1y,
que para p = 1 la acotacién falla. Esta definicién puede extenderse a funciones definidas
en R y es lo que actualmente llamamos operador maximal de Hardy-Littlewood lateral a
la izquierda. La version en R" fue estudiada por primera vez por N. Wiener en 1939 y
desde entonces estos operadores han sido de gran interés. Se define operador maximal de
Hardy-Littlewood centrado en R™ para cada funcién f € L}, (R™) como

loc

M¢f(z) =su dy,
f() "'>13|Q$T|/zr) |y

donde Q(x,r) es el cubo de lados paralelos a los ejes coordenados con centro z y lado r, y
|E| es la medida de Lebesgue un conjunto medible-Lebesgue E. También se puede definir
la versién no centrada del operador anterior, para f € L, .(R™) definimos

M) = sup o / F)ldy,

z€EQ

donde el supremo se toma sobre todas las cubos ) que contienen a z. Los operadores
anteriores son de tipo débil (1,1), y de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1. Una de las
aplicaciones de estos operadores es el teorema de diferenciacién de Lebesgue. La genera-
lizacion de este teorema a medias sobre otras familias de conjuntos da lugar a muchas
variantes del operador maximal de Hardy-Littlewood. Por ejemplo, en las definiciones
anteriores podriamos haber tomado bolas euclideas en R".

Posteriormente, Fefferman y Stein [7] probaron la que se puede considerar primera de-
sigualdad con pesos generales. Decimos que w : R” — R es un peso si es localmente
integrable y verifica 0 < w < oo en casi todo punto. La desigualdad de Fefferman-Stein
afirma que existe una constante ¢, > 0 tal que para toda f y todo peso w se verifica

/ w(z)de < [ (@) Mw(z)dz,
{yeRmM f(y)>A} A Jen

para todo A > 0. Decimos que w € A; si existe C' > 0 tal que Mw(x) < Cw(x) en casi
todo punto. Entonces de la desigualdad anterior se deduce que si w € Ay, entonces M es
acotado de L'(w) en LV (w). Se puede probar que el reciproco también es cierto.
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En 1972, Benjamin Muckenhoupt [20] caracterizé lo pesos w para los que el operador
maximal de Hardy-Littlewood es acotado en LP(w), p > 1. Decimos que w € A, si existe

C > 0 tal que )
1 1 1-p .
(@ [, wtorte) (s fwiarvae) <

para todo cubo (), donde p’ es el exponente conjugado de p. Para p > 1, Muckenhoupt
probé que M es acotado en LP(w) siy solo si w € A,. Esto inicid la teorfa de desigualdades
con pesos para operadores maximales. En este trabajo estudiaremos estas cuestiones para
operadores maximales de Hardy-Littlewood asociados a medidas de Borel en R” finitas
sobre conjuntos compactos.

El primer capitulo estda dedicado a estudiar el operador maximal de Hardy-Littlewood
asociado a una medida g de Borel en R™ finita sobre compactos. Para cada funcion
localmente integrable respecto a u definimos el operador maximal centrado como

N =su 1
V@) = s s | 15wl

y el operador maximal no centrado como

M, f(z) =Sup 0y /If )du(y)

donde el supremo se toma sobre todas las cubos () que contienen a x, y los cocientes de la

forma 8 se consideran iguales a 0. Observemos que, en general, se verifica la desigualdad

Mif <M,f.

Para probar algunos resultados tendremos que suponer una condicién adicional sobre la
medida p. Decimos que una medida de Borel p en R™ tiene la propiedad de duplicacion
si existe una constante D(u) > 0 tal que

(Q(x,3r)) < D(p)u(Q(x, 1)),

para todo x € R™ y todo » > 0. Bajo esta hipotesis adicional en la medida, se puede probar
que los operadores M, y My son puntualmente equivalentes. La propiedad de duplicacion
nos permitira seguir las mismas demostraciones que se hacen para M y M€, y por tanto
probaremos que si pu cumple la propiedad de duplicacion entonces los operadores M, y
M, son tipo débil (1, 1), de tipo fuerte (oo, 00), y por tanto de tipo fuerte (p,p) para todo
p > 1. Si prescindimos de la propiedad de duplicacién, inicamente podremos asegurar que
M, es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1. Vamos a dar ejemplos
de que M, no es, en general, de tipo débil (1,1) ni de tipo fuerte (p, p) para medidas sin
la propiedad de duplicacion.

Sin embargo, para n = 1 la geometria de R nos permitird probar que M, es de tipo débil
(1,1) de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1. Para ello usaremos los operadores maximales de
Hardy-Littlewood laterales. Dada una funcién f € L}, .(u), definimos la funcién maximal
de Hardy-Littlewood lateral a la derecha con respecto a la medida p como

+ N S
Mff(z) = D ) /[MM) |f(y)] d(y),
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y, analogamente se define la maximal lateral a la izquierda con respecto a la medida p,

() = sup
V1@ = | )G

donde los cocientes de la forma % se consideran iguales a 0. Estos operadores son de tipo

débil (1,1) y, como consecuencia la desigualdad M, f < M : f+ M, | obtendremos que
M,, es de tipo débil (1,1).

En el segundo capitulo se estudian desigualdades con pesos para el operador M,,, donde
1 es una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con la propiedad de
duplicacién. En primer lugar definiremos la condicion A, (p):

» Sil < p<oodecimos que (u,v) € A,(pn), si existe C' > 0 tal que

(g o) (o5 [ v(w)l-p’dm))pl <c.

para todo cubo @), donde entendemos 0 - co = 0.

» Diremos que (u,v) € A;(u), si existe una constante C' > 0 tal que M, u(z) < Cv(z)
en casi todo punto x € R"™.

Esta condicién es equivalente a que el operador M, sea de tipo débil (p, p) con respecto al
par de medidas (udpu, vdu), esto es, existe una constante C' > 0 tal que para cada funcién
f € LP(vdp) se verifica

C
u(x)du(zr) < — x)[Po(x)du(z),
L @@ < 5 [ f@Pe@nG)

para todo A > 0. También caracterizaremos los pares de pesos (u,v) para los que M,
estd acotado de LP(vdu) en LP(udp), p > 1. Ademds, probaremos que para pesos iguales,
u=wv,yp>1eltipo débil y el tipo fuerte son equivalentes. Para probar esta ultima
equivalencia estudiaremos la desigualdad de Holder inversa y, como consecuencia, la im-
portante propiedad de apertura a la izquierda de las clases A,(u): si w € A,(u) entonces
existe € > 0 tal que w € A,_.(u).

Seguidamente estudiaremos la clase de pesos Axo(p) = U, peoo Ap(), ¥ el teorema de
Jones de factorizacién de pesos A,(u). En la ultima seccién se exponen algunos de los re-
sultados existentes de la teorfa de pesos A,(p) para medidas no necesariamente doblantes.
Veremos que para medidas generales la propiedad de apertura a la izquierda de las clases
A,(p) es falsa, es decir daremos una medida ;2 y un peso w € A,(p) tal que w ¢ A,_.(1)
para todo € > 0.

En el tercer capitulo estudiaremos desigualdades con pesos para los operadores M j y
M ;. Esta teoria de pesos fue desarrollada por Sawyer en 1986 para u la medida de Lebes-
gue [32], posteriormente en 1990, por Martin-Reyes, Ortega'y de la Torre para medidas
absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue [23]. Finalmente en 1991,
K. F. Andersen [1] caracterizo los pesos buenos para el operador M J , para medidas de
Borel generales. Para ello no es necesario suponer ninguna condicién de duplicacién sobre
la medida p.



En primer lugar, dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u,v) tales que los
operadores My M son de tipo débil (p,p) con respecto al par de medidas (udpu, vdpu).
Veremos que para cada operador se puede determinar una condicién, A¥(u) y A, (1),
para la que esto se cumple si y sélo si (u, v) es un par de pesos que verifica esta condicién.

En segundo lugar, dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u, v) tales que los
operadores MF y M son de tipo fuerte (p,p) con respecto al par de medidas (udpu,vdy).
Veremos que para cada operador se puede determinar una condicion, denotada por S;; (1)
y S, (), respectivamente, para la que esto se cumple si y s6lo si (u,v) es un par de pesos
que verifica esta condicién. Por ultimo estudiaremos el problema anterior para el caso de
dos pesos iguales, u = v, y veremos que en este caso es equivalente a que se verifique la
correspondiente condicion Af (1) o A, ().

Estos resultados sobre maximales laterales y la propiedad A,(u) = A} (1) N A; (), nos
permitiran extender los resultados del capitulo anterior, para n = 1, a medidas no ne-
cesariamente doblantes. El capitulo finaliza con un resultado de factorizacion de pesos

Aj (w).

Los operadores maximales diddicos laterales (con respecto a la medida de Lebesgue) fueron
introducidos por Lorente y Martin-Reyes [21] en 2014. En el cuarto capitulo vamos a
extender los resultados de [21] a medidas de Borel en R finitas sobre conjuntos acotados.
En primer lugar trabajaremos con el operador maximal diddico M, 4, definido para cada
fe L} (1) como

loc

Myaf (2) = sup (ﬁ / \f\du) xi(z).

1€D

Probaremos que M, 4 es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1. Para
introducir los operadores maximales diddicos laterales necesitaremos algo de notacion, si

I = [a,b) es un intervalo acotado en R, vamos a denotar I~ = [a, &2) e [T = [=2 p).
Observemos que si I es un intervalo diddico, entonces It e I~ también son intervalos

diddicos. Definimos los operadores maximales diadicos laterales para cada funcion f €

L} (1) como
Maf @) =sup (i [ 171w (o),

loc
Myaf@) =sup (o [ 1f1dn) e o),

Es facil comprobar que se verifica la relacién M|, f (), M ,f (x) < My af(x) < M}, f(2)+
Mu_df(x) para todo z € R. Como consecuencia obtendremos que M:’d y M, son de tipo
débil (1,1), y de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1.

Dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u, v) tales que los operadores M : 4
y M, son de tipo débil (p,p) con respecto al par de medidas (udp, vdpu). Veremos que
para cada operador se puede determinar una condicion, A; o) vy A, 4(1), para la que
esto se cumple si, y sélo si, (u,v) es un par de pesos que verifica esta condicién.

En segundo lugar, dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u, v) tales que los
operadores M : 4y M, son de tipo fuerte (p, p) con respecto al par de medidas (udp, vdpu).
Veremos que para cada operador se puede determinar una condicién, denotada por S; J(1)

XI



y S, 4(11), respectivamente, para la que esto se cumple si y sélo si (u,v) es un par de pesos

que verifica esta condicién. Por ultimo estudiaremos el problema anterior para el caso de

dos pesos iguales, u = v, y veremos que, bajo una cierta condicién de duplicacion en p,
. . . o ez + —

es equivalente a que se verifique la correspondiente condicién A, (1) o A_ ().

Estos resultados sobre maximales diddicos laterales nos permitiran desarrollar la teoria
de desigualdades con pesos para el operador maximal diadico M, 4 en R.
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Capitulo 1

Operador maximal de
Hardy-Littlewood

La funcién maximal de Hardy-Littlewood en R™ se define para funciones localmente inte-
grables (f € L},.(R")) como

loc

z€eB |B| B

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a x, y |E| es la medida
de Lebesgue de un conjunto medible-Lebesgue E. También se puede definir la version
centrada de esta maximal medidante

. 1
M fe) = swp e | Wiy
donde B(z,r) es la bola euclidea centrada en z y de radio r. Se tiene la siguiente rela-
cién entre estas funciones maximales, M¢f < M f. Estas funciones definen operadores, se
puede probar que M y M€ son de tipo débil (1,1), y de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1
(véase [10]). El tipo débil (1,1) tiene como consecuencia el Teorema de diferenciacion
de Lebesgue. En este capitulo vamos a estudiar estas cuestiones cambiando la medida de
Lebesgue por medidas de Borel arbitrarias p en R™. Por ltimo, estudiaremos la descom-
posicion de Calderén-Zygmund con respecto a medidas p verificando una cierta propiedad
de duplicacién.

1. Preliminares

En esta seccion vamos a estudiar dos lemas de recubrimiento que seran usados a lo largo
de la memoria, en particular dedicaremos gran parte de la seccién a probar el Lema
de recubrimiento de Besicovitch. También estudiaremos las medidas con la propiedad de
duplicacion en R", esta propiedad la cumple trivialmente la medida de Lebesgue.

1.1. Medidas doblantes

Definicién 1.1. Sea p una medida de Borel en R™. Decimos que p verifica la propiedad
de duplicacién (o que p es doblante) si existe una constante D(u) > 0, que solo depende
de p, tal que

w(B(z,3r)) < D(p)u(B(z, 7)), (1.1)

1



para todos x € R" y r > 0.

Notacion: Introduciremos algo de notacién que usaremos a lo largo del trabajo. Si B es
una bola de radio 7 y a es un niimero positivo denotamos por aB a la bola con el mismo
centro que B y radio igual a ar. Dado un cubo () con lados paralelos a los ejes coordenados
denotaremos por [(Q) al lado de Q. Si « > 0, denotaremos por a() al cubo con el mismo
centro que @ y lado al(Q).

Observacion 1.2. En definicién anterior hemos tomado la bola dilatada de razon 3, pero
podriamos tomar cualquier otra dilatacion. Supongamos que p verifica la propiedad de
duplicacién, y sea a > 1. Vamos a probar que u(B(x,ar)) < D(u) w(B(z,r)), para todos
r € R"yr >0.5 a <3 entonces u(B(z,ar)) < u(B(z,3r)) < D(u)u(B(x,r)) para
todos x € R™ y r > 0. Por otra parte, si & > 3, entonces existe k¥ € N tal que a < 3, y
por tanto, u(B(x,ar)) < u(B(x,3%r)) < D(u)*u(B(x,r)) para todos € R* y 7 > 0.

Vamos a dar un lema de recubrimiento de tipo Vitali para medidas con la propiedad de
duplicacion.

Lema 1.3. Sea 1 una medida en R™ que verifica la propiedad de duplicacion con constante
D(u). Entonces dada una coleccion finita B = {By,..., By} de bolas abiertas, podemos

extraer una subcoleccion de B disjunta, B;,, ..., B;, tal que

N k
m (U Bz) < D() 3 1(By,). (1.2)

Demostracion: Tomemos como B;; una bola de radio maximo de B (puede haber varias),
y eliminamos de B la bola B;, y todas las que la intersequen. Observemos que todas
las bolas eliminadas estan contenidas en 3B5;,. Elegimos, mediante el mismo criterio, una
segunda bola de la familia de bolas no eliminadas (si nos quedan bolas). Repitiendo este
proceso, a lo sumo N veces, obtenemos una coleccién disjunta de bolas B;,, ..., B;, tal que
Ul]il B, C U§:1 3B;;. Ademds, gracias a la propiedad de duplicacién podemos controlar
la medida de las dilataciones de la siguiente forma:

N k k k
p (U&) < p (U 3Bij> Z (3B,) < D(n) y_ n(By))
=1 j=1 j=1 j=1

O

Observacion 1.4. Si p cumple la propiedad de duplicaciéon para bolas, entonces también
la cumple para cubos, es decir, existe C' > 1 tal que u(3Q) < Cu(Q) para todo cubo
. Dado un cubo, basta observar que si B es la bola circunscrita en el cubo entonces
B C @ C 3Q C 9B,y por tanto pu(3Q) < u(9B) < (D(w)*u(B) < (D(w)*u(Q).
Reciprocamente, si p cumple la propiedad de duplicacién para cubos, entonces también
la cumple para bolas.

1.2. Lema de recubrimiento de Besicovitch

Cuando tratemos con operadores maximales centrados, usualmente tendremos recubri-
mientos en los que para cada punto tendremos una bola centrada en ese punto, el siguiente
resultado nos permitira extraer un subrrecubrimiento a lo sumo numerable, en el que los
solapamientos estaran controlados. Esto sera muy ttil a la hora de probar desigualdades
de tipo débil para operadores centrados.



Teorema 1.5 (Lema de recubrimiento de Besicovitch, [11]). Sea A un subconjunto acotado
de R™. Supongamos que asociado a cada x € A tenemos un r(x) > 0, y consideremos el
recubrimiento F = {B(x,r(x))}zea. Entonces podemos elegir una sucesion de bolas { By}
de F tal que

1. Ac Y, Bx.

2. Eziste una constante ¢, € N, que sdlo depende de n, tal que la sucesion { By} puede
ser distribuida en ¢, sucesiones {BL},...,{B;"}, donde cada {B}} es una familia
disjunta de bolas.

Demostracion: Vamos a elegir la sucesién { By} de la siguiente manera. Si ag = sup{r(z) :
r € A} = oo, entonces existe x € A tal que r(z) > 2diam(A), luego A C B(z,r(x)).
Supongamos entonces g < oo. Tomemos x; € A tal que r(z;) > %ao, y definimos B; =
B(zy,7(x1)). Consideremos ahora a; = sup{r(z) : z € A\ By}, y tomemos x € A\ B; tal
que r(22) > 3ay, y definimos By = B(x2,7(22)). Continuando este proceso obtenemos una
sucesion { By}, que puede ser finita, o infinita. Si fuera finita, entonces el proceso anterior
ha finalizado en un numero finito de pasos, y necesariamente A C UgBj;. Supongamos
ahora que la sucesiéon {By} es infinita, y probemos que r(x;) — 0 cuando k — co. En
primer lugar veamos que la familia {%Bk} es disjunta dos a dos. Sean 7,5 € N, podemos
suponer sin perdida de generalidad ¢ > 7. Entonces por el proceso de seleccion se verifica
x; & B(xj,r(x;)), y ademds r(z;) > 2r(z;). Supongamos que existe € $B; N 5B;,
entonces

()  r(@) ()  Ar(z;)  7Tr()

3+3 3 9 9

Es decir, z; € B(z;,7r(z;)), lo cual es una contradiccién, luego necesariamente la familia
{3Bx} es disjunta. Ahora basta observar que |J,, sB), C {z € R" : d(z, A) < ag}, que es
un conjunto acotado, y por tanto

> 58 = Ugs

k

Luego |§Bk‘ — 0 cuando k — o0, y como consecuencia r(z;) — 0. Ahora ya podemos
completar la prueba del primer apartado, supongamos que existe z € A\ J, Bx. Asociado
a x tenemos r(z) > 0, y como z € A\J,, By, tenemos que 7(zx) > 3r(z), lo que contradice
que r(zg) — 0. Luego A\ U, Brx = 0 y por lo tanto la sucesién { By} recubre al conjunto
A.

Sea By, una bola de la familia {B}, y veamos cuantas bolas By con k < h intersecan
a Byj. A una bola By que interseca a By la llamaremos de tipo 1 si |z, — zx| < 3r(zy),
donde zj es el centro de Bj. Al resto de bolas las llamaremos de tipo 2, es decir By
es de tipo 2 si interseca a By y ademads |z, — x| > 3r(z;). Si una bola es de tipo 1
consideremos la bola Ek concéntrica con By y de radio ir(ajh). Para una bola de tipo
2, consideramos el segmento que une z;, y zy, y en él tomamos el punto x; que estd a

-
|z, — x| <l|xj— 2|+ |z, — x| < < r(xj).

1
-B
3 Dk

<H{zx eR":d(z,A) < ap}| < oc.

distancia 3r(z) de 2. Consideremos en este caso la bola By, = B(x}, 17(z1)). De forma

similar a la anterior se prueba que la familia {%Ek} es disjunta dos a dos, y observemos
que todas estédn contenidas en la bola B(zy, 4r(xy)). Por tanto, el nimero de tales bolas
es menor o igual que

| B, 4r(@n))| _ valdr(zp)" 4
‘%’gk‘ vn (397(n))"  (33)

= = 347" = 48" = ¢,,

W=



donde v, es la medida de Lebesgue de la bola unidad en R™. Por lo tanto, el niimero
de bolas de la familia que intersecan a cada bola es menor que una constante que solo
depende de la dimensién, esto nos permite distribuir la sucesién {B;} en a lo sumo
¢, = 48" sucesiones disjuntas de bolas. O

Observacion 1.6. Existe una version del Lema de recubrimiento de Besicovitch para cubos,
es decir, un resultado anélogo para un recubrimiento de cubos centrados {Q(z,7(x))}.ca,
donde Q(z,7) es el cubo de centro x y lado r. La prueba de este resultado es similar, y
puede encontrarse en [13].

2. Funcion maximal de Hardy-Littlewood asociada a
una medida de Borel

Decimos que una medida de Borel p es regular si verifica para todo conjunto medible
Borel E las dos siguientes propiedades:

» u(E) =sup{u(K): K C E, K compacto},
» u(F)=mf{u(G): E CG, G abierto}.

En [37] se prueba que si p es una medida en R™ finita sobre conjuntos compactos (u(K) <
oo para todo compacto K), entonces p es una medida regular. En esta memoria vamos a
trabajar con medidas de Borel u en R™ finitas sobre conjuntos compactos, que son una
clase de medidas muy generales.

Definicién 1.7. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre compactos y f € L} (11).

loc
Definimos la funcién maximal de Hardy-Littlewood de f con respecto a la medida pu como

1
M, f(@) = sup— /B F@)ldu(y),

zeB

donde el supremo se esta tomando sobre todas las bolas abiertas B tales que = € B.
También definimos la maximal centrada como

. = su L
V@) =sp s [ 1l

En los supremos anteriores, entendemos que si u(B) = 0 para alguna bola B, entonces el
promedio asociado a B es 0. También podemos definir los operadores M,, y M andlogos
a los anteriores pero tomando cubos y cubos centrados en x en lugar de bolas.

Nota 1.8. Cuando la medida p venga dada por una densidad con respecto a la medida de
Lebesgue, es decir, du(zr) = w(z)dx, escribiremos M, en vez de M,,.

Proposiciéon 1.9. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos

y con la propiedad de duplicacion. Entonces los operadores M, y My son puntualmente

equivalentes, es decir, para toda f € L}, (1) se verifica,

M f(x) < My f(x) < D(u) M f(x),

para todo x € R™.



Demostracion: La primera desigualdad es elemental, ya que el conjunto sobre el que se
estd tomando supremo en la definicién de M), contiene al de M. Sea z € R" y B una bola
con x € B, entonces existe r > 0 tal que B C B(x,r) C 3B. Entonces por la propiedad
de duplicacién tenemos, pu(B) < u(B(z,r)) < u(3B) < D(p)u(B), y por tanto,

1 / D(n)
—— fyduyé—/ FW)ldu(y) < D(p) M f(z),
) J 0w < s |5l < DM @)
y tomando supremo sobre todas las bolas que contienen a x en la desigualdad anterior,
obtenemos M, f(x) < D(u)MSf(x). O

En primer lugar, vamos a probar que si i tiene la propiedad de duplicacion, entonces estos
operadores son de tipo débil (1,1), ya que podemos seguir la misma demostracién que se
hace para los operadores maximales de Hardy-Littlewood clasicos M y M¢. Observemos
que si probamos que M), es de tipo débil (1, 1), entonces M, ., también lo serd, ya que por
la Proposicion 1.9, para cada A > 0 tenemos la siguiente inclusion

{r eR": M f(x) > A\} C{zx € R": M, f(x) > A}.
Teorema 1.10. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. Entonces M, y M, son de tipo débil (1,1). Concretamente,
para cada f € L'(u) se verifica

p({zeR": Mif(x) > A}) < p({z e R": Myf(z) > A}) < @ - |f(z)|du(x),

para todo A > 0.

Demostracion: En vista de la observacion anterior solo es necesario probar que M, es de
tipo débil (1,1). Sea f € L'(u). Para cada A > 0 definimos el conjunto E\ = {z € R" :
M, f(x) > A}. Dado = € E, existe una bola B, tal que = € B, y ademés se verifica

n(B) <5 [ 15@)ldnto) (1.3

Sea K C FE) compacto, podemos suponer K # () ya que en otro caso la desigualdad
que vamos a probar es obvia. La familia {B,},cx recubre a K. Por la compacidad de
K, podemos extraer un subrrecubrimiento finito B = {Bjy, ..., By }. Observemos que B
esta en las condiciones del Lema 1.3, luego existe una subcoleccién de bolas {B;,, ..., B;, }
disjuntas y verificando la relacion

N k
4 (U Bz) < D(u) ZM(Bz‘j),
=1

=1

donde D(u) es la constante de la propiedad de duplicacién de p. Utilizando esto y (1.3)
tenemos



De la regularidad de p se deduce la desigualdad de tipo débil (1,1) siguiente:

u(e) < 2 [ |f@lauta).
0

Trivialmente M, y M son tipo fuerte (0o,00), y por tanto mediante el Teorema de
interpolacion de Marcinkiewicz obtenemos que son de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1.

Corolario 1.11. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Entonces M, y M son de tipo fuerte (p,p) para todo
p > 1.

Si prescindimos de la propiedad de duplicacion, entonces como My es un operador mas
pequetio, podria suceder que M, no fuera de tipo débil (1,1) y sin embargo, M lo fuera.
Estudiemos ahora la acotacion de estos operadores sin la propiedad de duplicacion. En
primer lugar, haciendo uso del Lema de recubrimiento de Besicovitch podemos probar
que M es de tipo débil (1,1).

Teorema 1.12. Sea i una medida de Borel en R" finita sobre conjuntos compactos.
Entonces My, es de tipo débil (1,1), es decir, existe C > 0 tal que para toda f € L' (i) se
verifica

C
p (e R Mf@) > ) < 5 [ 17@)duta)
para todo A > 0.

Demostracion: Sea f € L'(p). Para A > 0 definimos el conjunto Ey = {z € R" : M f(z) >
A}. Entonces, para cada x € F) existe un r, > 0 tal que

uBar) <5 [ ety (1.4

Sea K C FE) compacto, y consideremos a familia F = {B(z,7,)}zex. Observemos que K
y JF estan en las condiciones del Lema 1.5, ya que K es acotado y las bolas estan centradas
en cada punto. Entonces existen Ay, ..., A. familias formadas por bolas disjuntas cuya
union cubre todo K, donde ¢, es la constante dada por el Lema de Besicovitch. Luego,
usando que cada familia A; es disjunta y (1.4) tenemos,

WK) <p L_nJUB Siu U B :iZu(B
j=1 BEA; j=1 BeA; J=1 BeA;
Cn 1 Cn
: JZIB;] A /B |f |d# Z /UBGA B |d’u( )
< 3 L@l =5 [ 17wty

Aplicando la regularidad de p obtenemos la desigualdad de tipo débil (1, 1),

p({z e R" - Mif(z) > A}) < If( )ldu(y),



para cada A > 0. O

Como consecuencia, mediante una interpolacién obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.13. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
p > 1. Entonces My es de tipo fuerte (p,p), con constante que solo depende de p y n.

Observacion 1.14. En vista de las observaciones 1.4 y 1.6, resultados anteriores son ciertos
para las maximales con cubos M, y M. Es decir, para toda medida de Borel y finita

sobre conjuntos compactos tenemos que el operador M ., es de tipo débil (1,1) y tipo fuerte

(p,p) para p > 1. Y, si u tiene la propiedad de duplicacién entonces Mu es de tipo débil
(1,1) y tipo fuerte (p,p) para p > 1.

Sin embargo, en general, M, no es de tipo débil (1,1). En 1983, P. Sjdgren probé en [33]
que M, es de tipo débil (1,1) si n = 1. Para n = 2 se pueden dar ejemplos en los que
M, no aplica L'(u) en L*°(p). Vamos a dedicar el resto de esta seccién a dar ejemplos,
en R™ con n > 2, para los que M, no es de tipo débil (1,1). En la siguiente seccién
estudiaremos el caso n = 1. A lo largo de estos ejemplos C' representarda una constante
positiva, pudiendo ser distinta en cada linea en la que aparezca. Estudiemos en primer
lugar los dos ejemplos de [33].

Ejemplo 1. Consideremos en R? la medida du(z,y) = 6_%_%611‘61’3/. Vamos a ver que
eziste una funcion f tal que M, f no verifica la desigualdad de tipo débil (1,1).

1 (0 1)e E
Consideremos la medida \(E) = SZ, (0,a+1) , para a > 0 grande, es decir, \
0 si(0,a+1)¢FE

es la delta de Dirac en el punto (0,a + 1). Por simplicidad en la notacion, denotaremos

r=(x1,29) € R2. Sea K = WXB(OJ), y consideremos la aprorimacion de la identidad

asociada {K:}eso. Vamos a probar que para cada bola B se tiene
1
IA(B) < / K. AMa)dz, (1.5)
B

para € > 0 suficientemente pequenio. Podemos suponer que A\(B) > 0. Aplicando el teorema
de Tonelli y que cada K. es par tenemos,

/R (Ko N (@)xp(w)de = /R 2 ( R y)dMy)) xp(r)d
- [ ([ 5t = watara ) ixe)
= [ ([ K- ps) o
_ / (4 xB)()AA)
> [ (s xa)w)ar)



Ahora observemos que si y € B, entonces B(y,e) C B para € pequeno, y por tanto,
K.xxp(y) = 1. Entonces, aplicando el Teorema de la convergencia dominada concluimos,

lim [ (K:xA)(z)de > lim | (K. *xB)(y)d\(y) = /B lim (K. * xg)(y)dA(y)

e—=0t Jp e—=0t Jp e—0t
:/ d\(y) = A\(B).
B

Entonces existe € > 0 tal que

A(B).

[\3|}—‘

/B (K. % x) ()dA(y) =

Vamos a usar que para x grande se tiene la siguiente estimacion,

& t2 ]. 12
/ e 2dt ~—e 7, (1.6)

X

cuya prueba haremos al final del ejemplo. Para cada s € (—1,1) consideremos la bola
Bg := B((s,a+1),1), y observemos que By C {(x yY)eER?:y>a+ ﬁ} (lo cual también

probaremos al final). Entonces usando (1.6) tenemos que para cada s € (—1,1),

// du(z,y) // - T dxdy
s B((s,a+1),
(z+s)2 _ ,ﬁ
= e el dxdy < e 2 dxdy
B((0,a+1),1) B((0,a+1),1)

! & y2 ! 1 1 z2 2
§/ / e zdy | dr < C’/ —e 2T g
1 \Jar22 —1a+ %
1 4

Observemos que para cada By tenemos que N(Bs) < 2 [ K. * Ax)dx. Consideremos
ahora el conjunto Q = {(z,y) € R*: |z| < 1,a < y < a+ 2}. Si definimos f(z,y) =
(K. * \)(2,y)eT P+ , entonces para cada (z,y) € Q se tiene

A By) 2
(B >< D )/(Ke*)\)(x,y)dxdy

:M(zm> / f(z,y)dp(z,y) < 2M, f(z,y).

a2
Cavae? <




Entonces, si suponemos que M, f verifica la desigualdad de tipo débil (1,1) tenemos,

u({(ey) € B2 : M, f(a,y) > Cavaes}) <—S— [ (e y)du(a.y)

ar/ae 2z JR2

__¢ ; / (K. * X)(z,y)dzdy
RQ

a‘
a~/ae 2

C
< K], MR
a+/ae 2

C

az
as/ae 2

a2
Y como Q C {(x,y) € R?: M, \(z,y) > Ca/ae =}, tenemos que
o

Gt < @ < () € B Mf(ay) > Cav/ae) < — .

av/aer

T2

IN

y esto implica \/a < C. Tomando a suficientemente grande llegamos a una contradiccion,
y por tanto M, no es de tipo débil (1,1).
Probemos ahora la estimacion (1.6), vamos a sequir la prueba de [25]. Para cada a > 0

tenemos,
/ e 2dx §/ —e 2dr=-e 2 = / (1 + —2) e 2dx
a o a a a T

1 g2 241 [ 2
< (1 + —2) / e 2dr = a ;L / e 7 dx.
a a a a

Entonces para todo a > 0 tenemos faoo e zdr < %6_7 Y j;aoo e zdx 22 2g¢ 2. Luego,
para a suficientemente grande existe C > 0 tal que faoo e~ zdr > %e’%, y esto concluye

la prueba de (1.6).

Probemos por iltimo la inclusion By C {(x,y) eER?:y>a+ ";—2} Para ello veremos

que todo punto de la frontera de By queda por encima de la parabola y = a + % Sea
(z,y) € OBy, es decir, verificando z* + (y — (a + 1))* = 1. Basta probarlo para los
(x,y) tal que y = a+ 1 —+/1—22 con x € (—1,1). Entonces observemos que (z,y) €

T e R?: za—l—ﬁ es equivalente a que se verifique a+1 — 1—x22a+ﬁ ara
(z,y) y 5 q q q Vv 5D
todo x € (—1,1). A su vez, esto es equivalente a 1 —z* < 1—x2+%4 para todo x € (—1,1),

es decir, x* > 0 para todo © € (—1,1) lo cual es trivialmente cierto, y por tanto hemos
concluido la prueba.

Podemos dar el mismo ejemplo para la maximal M, con cubos.

22 2
Ejemplo 2. Consideremos en R? la medida du(z,y) = e~ T T dxdy, e igualmente que
1 si(a,a) € B

0 si(a,a)¢E
grande, es decir, A es la delta de Dirac en (a,a). De forma andloga al ejemplo anterior
se obtiene que existe € > 0 tal que

%/\(Q) < /QKE * A\, y)ddy,

en el ejemplo anterior consideremos la medida \(E) , para a > 0



para cada cubo Q). Tomemos f(z,y) = (K. x\)(z, y)eéJ“%, Y veamos que Muf no verifica
la desigualdad de tipo débil (1,1). Sea Qs un cubo con vértice inferior derecho (a—s,a—t)
cons,t >0ys+t=1, esdecir Qs; = (a—s,a—s+h)x (a—t,a—t+h) para un cierto
h > 0. Estimemos la medida de dichos cubos usando (1.6),

22 42 a=s+h a—t+h 2
o it () (54
Qs,t a—s at
> 22 > 2 afs2 P 2
S(/ G_Tdﬂ?) (/ 6‘y7dy) <ot et L ey
a—s a—t a—s a—t

= L o~ (a?—2as+s>+a?~2at+1?)
a2—a(t+8)+8t

_C 1 o~ 3(20°—2a+5>+1%) <C 1 e ta
a?—a+ st a’ —a

1 e,
SCge aTa,
Sea Q la union de todos los cubos Qsy cont,s >0 ys+t=1, es decir
OQ={(r,y) eR*:a—1<z<a,2a—1—x<y}U(a,00)x (a—1,00).

Para cada (x,y) € Q existe un cubo Qs tal que (x,y) € Qst y (a,a) € Qs¢, por tanto,

2_ )‘(Qs t) 2
Ca2e” < L K. x \x,y)dxdy
N(Qs,t) :U’(stt) Qs,t ( )

:mci,t) [ i) < 20 ()

Ahora acotemos inferiormente la medida de Q. Sea p, = \/a? + (a — 1)%, y consideremos
la region

a—1 a
Ra:{(x,y)ER2zx2+y2>p2}ﬂ{($,y)€R2: r<y< 1:5},
a a—
que puede verse en la Figura 1.1. Entonces tenemos R, C Q, y por tanto u(R,) < u(Q).
Sean « y [ tales que tana = aT_l, y tanf = entonces integrando en coordenadas
polares tenemos,

_a
a—1"

H(Ry) = /j (/pm pe_édp> dp = (B — a)e%

2, 2
:(/B _ O{)e_a +(; 1) _ (/B - a)@_%e_‘ﬁ"'a'

Ahora observemos que

tan § — tan « 1

tan(8 — o) = —-(

14 tanfBtana 2

a a—1\  2a-1

a—1 a )  2a(a—1)

y por tanto, para a grande tenemos tan(f — «) ~ % Entonces tan( — ) — 0 cuando
a — 00, y por tanto f—a — 0. Luego, para a suficientemente grande tenemos f—a > i,
y esto nos permite estimar la expresion de p(R,),

1 2 C 5
Q) > pu(Ry) = (B — a)e”ze 70 > Ee_a +a

10



Figura 1.1: La regién delimitada por las lineas azules es el conjunto Q, mientras que la
delimitada por las lineas rojas es R,.

Entonces, si Mpf verifica la desigualdad de tipo débil (1,1) tenemos,

C —a2+a r a’—a
ge Te<u(Q) < A{(z,y) € R? : M, f(z,y) > Ca’e }
C C

S I S

Y esto implica a < C, tomando a suficientemente grande llegamos a contradiccion. Por
tanto, para la medida ;v considerada, el operador maximal M, con cubos no es de tipo
débil (1,1).

Ahora que hemos dado ejemplos en los que M, no es de tipo débil (1,1) nos podemos

plantear si M, es de tipo fuerte (p, p) para algin p > 1. El ejemplo 1 anterior es muy intere-

x2 2
sante ya que se puede probar que el operador M,, con la medida du(z,y) = e~ T T dxdy

es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1 (véase [8]). Sin embargo, en general esto no es
cierto; para verlo vamos a dar un ejemplo en R™ con n > 2, publicado en 1998 por Grafa-
kos, L. y Kinnunen, J. [11]. Probaremos que en general M, no es acotado en LP(y1) para
1 < p < co. Por tanto, tampoco es de tipo débil (1,1), ya que si lo fuera mediante una
interpolacién podriamos obtener el tipo fuerte (p, p).

Teorema 1.15. Sin > 2, el operador mazimal M, no es acotado en LP(u) para 1 < p <
00.

Demostracion: Sean > 2y 1 < p < oo. Seleccionemos una sucesion de bolas cerradas
{B;}2,, tal que 0 € OB; para todo i € N, y ademds, para cada i existe un punto x; €
B; \ U B;. La existencia de esta sucesion estd asegurada en R™ con n > 2, ya que basta
tomar una sucesién de puntos distintos {z;} con norma 2, y considerar la sucesién de

11



bolas cerradas {B(3z;,1)}, que cumple las condiciones deseadas. Consideremos en R" la

medida -
p=30,
i=0

donde xy = 0, y ., es la medida de Dirac con masa en el conjunto {x;}. Tomemos ahora

f = xB,, entonces
/ fPdp = p(B) Z% By) =

Luego, ||f||p — 20 Ademés, para cada ¢ = 1,2, ... tenemos

Mfw) 2 ops [ fn=5 [ voidn= Gusin B 2
Entonces, utilizando la estimacion anterior concluimos
Pl = [ Otgrdu= [ npyan
R Ui{zi}
> (U{Iz‘}> = o0.
Luego, M, no es de tipo fuerte (p, p). O

Observacion 1.16. En R no se puede tomar una familia de bolas cerradas con esas ca-
racteristicas. Consideremos una familia B de intervalos cerrados en R con 0 € OI para
cada intervalo I. Sea {I;} una sucesién de intervalos cerrados en R con 0 € JI; para
todo j. Supongamos que hay infinitos intervalos I; C [0,00), en caso contrario harfamos
el siguiente argumento con los infinitos intervalos contenidos en (—oo, 0], y sea B el con-
junto formado por dichos intervalos. Sea I, € B tal que |I;| < isup;ep: |I|, entonces

I\ Ujzcl; = 0, ya que existe al menos un intervalo I € BT con |I| > |I;|, y por tanto
I, C1I.

3. Funciones maximales laterales

En esta seccién vamos a probar que para n = 1, M, es de tipo débil (1,1). Vamos a
dar una demostracion siguiendo la idea de A. Bernal ([2]), en la que se hacen uso de las
funciones maximales laterales. En lo que sigue, u es una medida de Borel sobre R finita
sobre compactos o, equivalentemente, finita sobre cada intervalo acotado.

Definicién 1.17. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos.
Dada una funcién f € Lj,.(u), definimos la funcién maximal de Hardy-Littlewood lateral
a la derecha con respecto a la medida p como

. 1
M f(x )_Ti%) wzth) /[m’m) |f(y)| du(y),

donde consideramos el cociente como 0 si p([z,z + h)) = 0. Andlogamente se define la
maximal lateral a la izquierda con respecto a la medida pu,

() = sup -
V1@ = | )]G

donde consideramos el cociente como 0 si pu((x — h,z]) = 0.

12



Vamos a probar que el operador MJ es de tipo débil (1,1) con constante 1, para ello
adaptaremos a medidas de Borel una demostracién que puede encontrarse en [16].

Teorema 1.18. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos. FEn-
tonces MF es de tipo débil (1,1) con constante 1, es decir, para cada f € LY (i) se tiene

e €R: M f(@) > A < 5 [ If@)lduta

para todo A > 0.

Demostracién: Sean f € L'(u), y A > 0. Definimos el conjunto
Ey={zeR: M f(x) > \}.

Podemos descomponer el conjunto E) en sus componentes conexas que son intervalos en
R. Como para c fijo, la aplicacién x — W f[z 0 |f| dpe es continua por la izquierda en
cada zy < ¢ con p([zo, c)) > 0, en la descomposicién anterior los intervalos son de la forma
(a,b) o (a,b]. Entonces podemos escribir, E\ = |, (an, b, }, donde la notacién (a,, by}
indica, segun el caso, el intervalo (a,,b,) o el (a,, b,].

Para cada intervalo (a,,b,} vamos a probar la siguiente desigualdad,

Mi((anba}) < /( i (17)

Una vez probada habremos terminado, ya que la desigualdad de tipo débil (1, 1) se obtiene
de la siguiente forma,

oo

n(Ex) =p (U (@, bn }) Zu (an, bn})

n=1

1
<Z / If!du=x/u( 1l

- /E < 5 [ 1510

Sea I uno de esos intervalos. Supongamos en primer lugar I = (a,b), fijemos = € I,y
definamos el conjunto

1
@I—{c.x<c§bym/[m’c)|f|d,u>)\}.

Veamos en primer lugar que ©, # (). Como = € FE), entonces existe ¢ > x tal que
T f[z 0 | f|dp > A. Podemos suponer b < oo, ya que en otro caso tr1v1a1mente c €0, Si

¢ < b, entonces ¢ € ©,. Supongamos ahora ¢ > b; si ©, = () entonces ——— o x7b f[%b |fldp < A.
Restando estas expresiones obtenemos

Mi([b,6)) = Aullz, ) — (2, b)) < /[ i~ /[ i = /[ e

Luego b € E), lo cual es una contradiccién. Hemos probado entonces que ©, # () para
todo z € I.
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En primer lugar tratemos el caso b = co y veamos que O, no esta acotado superiormente.
Supongamos que estd acotado superiormente, y tomemos a = sup ©, € R. Entonces
existe {c¢,} C O, tal que ¢, 1 a. Como para cada n se tiene que ¢, € ©,, entonces

m f[x o) | fldp > A. Tomando limite cuando n — oo obtenemos,

1
— d A
/L([J?,CY)) /[x,oz) |f’ a S

Como « > x, entonces a € F)y, luego existe ¢, > « tal que mf[ac )|f|du > A
Sumando estas expresiones obtenemos,

1
—_ d A.
/’l’([xchM)) /[x,ca) |f’ w >

Luego tenemos que ¢, € O,y ¢, > a = sup O,, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
necesariamente ©, no estd acotado superiormente. Luego sup©, = oo, y por lo tanto
existe una sucesion {¢,} C O,, con ¢, T co. Como para cada n tenemos ¢,, € 6,,, entonces

m f[x ) | fldp > A. Tomando limite cuando n — oo obtenemos,

Mi([, 00)) < / fldp,

[2,00)

para cada x € (a,00). Ahora, tomando limite cuando = | a, tenemos

willo.00) < [ ifldn
Supongamos ahora b < co. Sea a = sup O,, entonces por un argumento de limites obte-

nemos 1

(e /[ e

Si a < b, entonces como O, # (), existe ¢ € (a,b] con m f[a 0 | fldp > A. Sumando
estas tltimas expresiones obtenemos m f[x o | f|ldu > A, pero esto es una contradiccion,
pues hemos probado que ¢ € O, y ¢ > a = sup O,. Luego necesariamente o = b, y por

tanto tenemos ]

- d A
D) /W,)'f [y =2,

para todo x € (a,b). Tomando limite cuando z | a obtenemos
1
p((a, b))

Supongamos ahora I = (a,b]. Por la descomposicién de E) tenemos que existe una su-
cesiéon {b,} con b, ¢ E\ y b, | b. Entonces para todo ¢ > b se verifica f[bn 0 |fldu <

IR (18)
(a,b)

AMi([bn, €)). Tomando limite cuando n — oo en la expresién anterior obtenemos

/(b 191 < (). (1.9)
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Por otra parte, para x € (a,b], existe ¢ > x tal que

t%‘)Lﬂdu:>Au(h,d)‘ (1.10)

Podemos suponer ¢ > b, ya que en otro caso tendriamos

Co —sup{c> x :/[ )|f|du > )\u([:c,c))} <b.

Y como ¢ € (a,b] C E), existe ¢; > ¢ tal que

L%)WW>MWMM-

Entonces, sumando esta expresién con (1.10) obtenemos

[ A= [ st [ 1> Al + Aullen 1)) = Al )
[z,c1) [z,co) [co,c1)

lo que contradice la definicién de ¢y. Luego ¢ > b, y le podemos restar (1.9) a (1.10), y
obtenemos

Ammmzmwﬂwwmmm<j)mw—é)mw:[Mwm

para cada = € (a,b). Tomando limite cuando = | a, entonces

Asl(a, B) Slzijﬂdu- (1.11)

Luego hemos probado (1.7) para todo intervalo de la descomposicién de E)y, y esto concluye
la prueba.
O

Anélogamente se prueba que M es de tipo débil (1,1).

Teorema 1.19. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos. En-
tonces M, es de tipo débil (1,1) con constante 1, es decir, para cada f € LY () se tiene

e €R: My (@) > A < 5 [ If@)ldna

para todo A > 0.

Consideremos ahora el operador maximal no centrado en R, que viene definido por

M, fa) = sup— /mm

zel W

donde el supremo se esta tomando sobre todos los intervalos abiertos en R con x € I. Sea
I un intervalo abierto en R con x € I, entonces podemos escribir I = (x — k, x + h) para
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ciertos k, h > 0. Entonces podemos estimar

1 1
— [ 1fldp =——— dpt + —— d
ILA”“Luuka@“'”+MD[;MJ”“
1 1
_ d —_ d
Smm%;mﬂﬂ“+uuméﬁm“'“

1 1
- d e d
gmm—mﬂmﬂ%ﬂ”‘”*muw+hnﬂwwﬂﬂ“
<M, f(x)+ M} f(z).

Por lo tanto, tomando supremo sobre todos los intervalos abiertos que contienen a x
obtenemos

M, f(x) < M} f(x) + M f(2). (1.12)

Corolario 1.20. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos.
Entonces, M, es de tipo débil (1,1) con constante 4, es decir, para toda f € L*(p) se
tiene

e €R: Myf(e) > ) < 5 [ 1F@lduta
para todo A > 0.

Demostracion: En vista de (1.12) se tiene la siguiente inclusién

{xeR:MMf(x)>>\}c{xeR:M:[f(a:)>%}U{xeR:My‘f(x)>g}.

Por tanto, aplicando que los maximales laterales son de tipo débil (1,1), y la monotonia
de la medida obtenemos la desigualdad deseada,

uqxeRw@ﬂm>ADSMC&ER*MIW@>%})*“(%fR“M9“”>%}>

<3 [ 13 [ 1rian =7 [ 1flan

Para medidas continuas en R, se puede mejorar facilmente la constante anterior.

O

Proposicién 1.21. Sea i1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos y
continua (p({x}) = 0 para todo x € R). Entonces, M, es de tipo débil (1,1) con constante
2, es decir, para toda f € L'(u) se tiene

p{z e R: M, f(z) > A\}) < /]f )|dp(x

para todo A > 0.

Demostracion: En primer lugar vamos a probar que bajo estas condiciones, para cada
A > 0 se tiene la siguiente inclusion,

{reR: M, f(x) >} C{zeR: M f(x) > }U{zeR: M, f(z) > A}

16



Probemos el contrarreciproco, supongamos que para todo a < x se verifica

1
_ d A
[L((CL,LE]) /(a,x] |f| H S ’

y para cada b > x se tiene
1

D) /H Fldp < A

Entonces, sumando estas desigualdades, y teniendo en cuenta que p({z}) = 0 obtenemos

du = d d
/(a’b)|f| , /(w]lfl bt /[ 7l
<X (ul(a,2) + ([ b)) = Ma((a,B)).

Como esta desigualdad es valida para todos a,b con a < x < b, entonces necesariamente
M, f(x) < A. Esto prueba la inclusién deseada. Aplicando la monotonia de la medida p
podemos concluir,

plfir € R M f() > \)) Spl{r € R M F(x) > XD + pl{e € B: My f(2) > A))
<5 [+ [ 1flau=3 [ 1fid
U

En [2] se prueba que el resultado anterior es completamente general, es decir, se puede
extender a cualquier medida en R, y esta es la mejor constante para esta desigualdad.

Teorema 1.22. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos. En-
tonces, M,, es de tipo débil (1,1) con constante 2.

4. Teorema de diferenciacién de Lebesgue

En esta seccién vamos a generalizar el teorema de diferenciacién de Lebesgue a medidas
de Borel regulares. Para ello seguiremos la prueba del libro de Stein y Shakarchi [35]. En
primer lugar lo probaremos para funciones continuas.

Proposicién 1.23. Sea p1 una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos.
Si f € L'(u) es continua en x € R", entonces

, 1 i
rli%g m /B(M) fy)du(y) = f(z).

Demostracion: Sea € > 0, entonces existe § > 0 tal que si y € B(x,d) entonces |f(x) —
f(y)] < e. Ademés, para cada r > 0 podemos escribir,

1

1
TG e WO BT /O
1

~ B /B - f(y)du(y)
U / (F(z) — F(v)) du(y)
w(B(,7)) i '

fx) =
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Entonces para cada r € (0,0) tenemos que y € B(z,r) C B(x,d) y por tanto |f(x) —
f(y)| < e, luego

L 1

1
< /B @) = fwldnty) <=

fx) =

O
Para extender este resultado a todo L} .(1) vamos a hacer uso del siguiente resultado
cldsico, cuya demostracién puede encontrarse en Rudin [30)].

Teorema 1.24. Sean p una medida reqular en R™, y 1 < p < 00, entonces el espacio de
las funciones continuas y de soporte compacto, C.(R™), es denso en LP(j).

Enunciemos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 1.25 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue). Sea p una medida de Borel en
R™ finita sobre conjuntos compactos. Si f € L*(u), entonces

1

rli%l+ m /B(m) fy)du(y) = f(z), (1.13)

para casi todo x € R™ con respecto a la medida p.

Demostracién: Sea f € L*(u). Vamos a probar que para cada o > 0 el conjunto
1

W(B(z,1) ” 20“}

tiene medida cero; esto garantiza que E = J 2, E1 tiene medida cero y, por lo tanto,

E, = {x € R" : limsup

r—0t

/B( )f(y)du(y)—f(ﬂf)

(1.13) se da para casi todo x € R™ ya que esta igualdad es vélida si y solo si x € E°.

Sea € > 0, como C.(R") es denso en L'(u), entonces existe g continua de soporte com-

pacto con ||f — g||; < €. Como g es continua, le podemos aplicar la Proposicién 1.23, y
1

obtenemos 11'%1+ MEEIEXD)] fB(x " 9(y)du(y) = g(z) para todo = € R™. Podemos escribir,
r— ’ ’

1 1
u(B(x,7)) /B(x’r)f(y)dy — flz) = (m /B(x’r) (f(¥) —g(y))du(y))
1

g () - g<x>)
+(g(a) - 1)

Entonces, tomando limite superior en la igualdad anterior obtenemos

1
m /B(W) fy)du(y) — f(z)

En vista de esta desigualdad, si definimos los conjuntos F,, = {z € R" : M5(f—g)(z) > a}
y Go = {x € R" : |f(z) — g(z)| > a}, tenemos que E, C F, UG,. Ahora bien, para la
medida de G, tenemos la siguiente estimacién

H(Ga) < = [ 1) = 9ldut) < 5 1f =l

(0%

lim sup
r—0t

< Mi(f = 9)(@) + |g(x) — ()],
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Ademds, como M es de tipo débil (1,1) tenemos,

Cn
plFa) < 2 0f =g,

Entonces, juntando estas estimaciones obtenemos,

Tomando limite cuando £ — 0 obtenemos p(E,) = 0. O

El resultado anterior se puede extender a L},.(x), ya que es un concepto local.

Corolario 1.26. Sea i1 una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos. Si
feLl (1), entonces

loc

1

Tli%i m /B(m) fy)du(y) = f(z), (1.14)

para casi todo x € R™.

Demostracion: Observemos que R™ es unién numerable de bolas B(0,n) con n = 1,2, ...,
luego es suficiente probar (1.14) para casi todo = en una bola fijada B(0,n). Sea f €
L} (1), entonces f XB(0n) € L'(u), y le podemos aplicar el resultado anterior. 0
Como consecuencia de estos resultados obtenemos la siguiente propiedad.

Corolario 1.27. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
f € L.(n). Entonces se verifica | f| < M f en casi todo punto.

Observacion 1.28. Los resultados de esta seccién son validos si cambiamos la base por

cubos, es decir, si f € L (1), entonces

1

tim ety L S0 = @)

para casi todo x € R™. Y por tanto, |f| < Mﬁf en casi todo punto.

Definicién 1.29. Sea p una medida de Borel en R” finita sobre conjuntos compactos.
Definimos el conjunto de Lebesgue de una funcién medible f con respecto a p, L,(f),

€Omo
1

L ={eer st o | ) = f@ldnt) = o

Observacion 1.30. Lo que hemos probado en el Teorema 1.25 es que p(L,(f)°) = 0 para
toda funcién f € L} .(u). Es decir, que para una funcién localmente integrable f, casi
todo punto de R™ estd en el conjunto de Lebesgue de f.

Para terminar esta seccién vamos a ver que el Teorema 1.25 también es véalido tomando
medias sobre familias de conjuntos que se contraen adecuadamente a x, definamos este

concepto.

Definicién 1.31. Sean i una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
z € R". Diremos que una familia {S, },~¢ de subconjuntos medibles Borel de R" se contrae
adecuadamente a x con respecto a la medida pu, si verifica las dos siguientes condiciones:
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1. S, C B(z,r) para todo r > 0.
2. Existe a > 0 tal que u(S,) > ap(B(x,r)) para todo r > 0.

Teorema 1.32. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos, f €
L, .(n) yx € L,(f). Entonces, para toda familia {S,},~o que se contraiga adecuadamente

a x, tenemos que

Yy, por tanto,

Demostracion: Sean f € L (u), v € L,(f) v {Sr}r>0 una familia que se contraiga

adecuadamente a z. Entonces por definicién S, C B(z, ), y existe un o > 0 independiente
de r tal que pu(S,) > ap(B(z,1)), luego, para cada r > 0 tenemos,

1 1
p(Sr) ap(B(z,r)) /B@,r)

Tomando limite cuando r tiende a 0 y usando que x € L,(f), obtenemos

g |f(y) — f(@)]du(y) < |f(y) — f(z)|dpu(y).

1 1

|f(y) = f(x)|du(y) < lm ———— / |f(y) — f(2)|du(y) = 0.
Sr B(z,r)

y
o rs0t ap(B(z,1))

r—0+ p(Sy)

Por 1ultimo, basta observar que

1
\m [ wuty) - @)

1

< 5 Js |f(y) — f(z)|du(y),

fy)duly) = f(x). N

ara obtener lim
b =0t (1(S;) Js,

5. Descomposicion de Calderén-Zygmund

Para finalizar el capitulo, vamos a introducir una herramienta técnica importante que se
usara en el siguiente capitulo, la descomposicién de Calderén-Zygmund.
Recordemos que un cubo diddico en R™ es el conjunto

[28my, 28(my + 1)) x ... x [2%m,,, 28 (m,, + 1)),

donde k,mq, ..., m, € Z. Una propiedad muy util de los cubos diddicos es que dados dos
cubos diadicos, entonces o son disjuntos, o uno de ellos esta contenido en el otro. Vamos
a probar la siguiente versién de la descomposicion de Calderén-Zygmund.

Teorema 1.33 (Descomposicién de Calderén-Zygmund, [10]). Sea p una medida de Borel
en R™ finita sobre conjuntos compactos y con la propiedad de duplicacién. Sean f € L'(y)
y a > 0. Entonces existen dos funciones g y b en R™ tales que:

1. f=g+0.
2. \lglly < Iflls v llglle < D(p)e.
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3. b= Zj b;, donde cada b; tiene soporte contenido en un cubo diddico Q;. Ademds,
sij # k, entonces Q; N Qx = 0.

4. bj(x)dp(x) = 0.
Qj

5. 1bslly < 2aD(p)p(Q;).

1
6.3 (@) <~ Il
J

A esta descomposicién se le llama descomposicién de Calderén-Zygmund de f a altura
a. La funcién g es la la parte buena (“good”) de la descomposicion, ya que es integrable
y acotada. La funcién b es la parte mala (“bad”), pero esta cuidadosamente elegida para
tener integral cero. Ademds los puntos 1 y 2 implican que b es integrable.

Observacion 1.34. En las condiciones del teorema podemos afirmar que g € LP(u), ya que
g€ LY (u)NL>®(u) y LY () N L>=(u) C LP(u) para todo 1 < p < oo.

Demostracion: Descompongamos R™ en una malla de cubos diadicos disjuntos, todos del
mismo tamano, tal que

TR

para cada cubo @) de la malla. Diremos que estos cubos son de generacién 0. Ahora
subdividamos cada cubo de generacion 0 en 2" cubos diddicos congruentes. Tenemos
ahora una nueva malla de cubos diddicos, que llamaremos de generacion 1. Seleccionamos
un cubo de generacién 1 si verifica

1
e /Q 1 (@)ldu(z) > . (1.15)

Sea S™M el conjunto de los cubos de generacién 1 seleccionados. Subdividimos cada cubo
de generacién 1 que no haya sido seleccionado en 2" cubos diddicos congruentes, y los
llamamos cubos de generacion 2. Seleccionamos los cubos ) de generacién 2 que cum-
plan (1.15), y denotamos al conjunto de tales cubos como S®). Repetimos este proceso
indefinidamente.

El conjunto de todos los cubos seleccionados, U, S™, es numerable y por lo tanto po-
demos escribirlo como {@Q;}. Observemos que este conjunto podria ser vacio y tendriamos
b=0y g=f.Los cubos {Q,} son disjuntos, ya que si dos cubos de esta familia tuvieran
interseccién no vacia, entonces uno estaria dentro del otro y esto es imposible debido al
proceso de seleccién. Ahora definimos,

1

Con estas definiciones se cumplen trivialmente los puntos 1, 3 y 4. Probemos el punto
5. Para un cubo seleccionado ();, existe un tnico cubo @’ no seleccionado de una ge-
neracién mayor, que contiene a ();. Como @' no fue seleccionado, entonces se verifica

ﬁ le |f(2)|du(r) < a. Luego,

1
Q) Q;

@) < o [ 1rdnte) = 85 [ 1f@)ldut) < g

1
(@) 1

21



donde hemos usado que Q' C 3Q; y por tanto pu(Q') < p(3Q;) < D(p)p(Q;). Utilizando
la estimacién anterior obtenemos,

150, = / 1b;(@) da( / (@)l du) + 1(@Q))

1f(@)ldu(a)

1
M(Qj) Q
<2 /Q 1 @)ldn(r) < 20D()(Q))

El punto 6 es una consecuencia practicamente inmediata del proceso de seleccion de los

cubos {Q;},
1 1 1
, — z)ldu(x) = — x)|d —
}jju@])s}j:&/% @) = [ @) < 17l

Por 1ltimo probemos el punto 2. Tenemos

g= f en R™ \ Uij
N(QJ fQ] z)du(z) en Q;
Luego, si z € ); entonces g(z fQ ) < D(p)a. Veamos que g es acotada

en R" \ U;Q;. Para cada = € R™ \ U]Q], y cada k Z O, existe un unico cubo diadico Q;’“)
de generacion k£ que no ha sido seleccionado y que contiene a x. Luego, para cada k > 0

tenemos ]

k
Q) Ja
Por el Teorema de diferenciacién de Lebesgue tenemos que para casi todo punto x €
R™\ U;Q; se verifica

fy)du(y) < a.

klg{.lo m o f)du(y) = f(=).

Luego, |f(x)| < o para casi todo z € R" \ U;Q;, es decir, ||g|,, < D(u)a. Veamos que
lglly < I£1ls-

1
lol, = [ o@lan < |f<x>|du<x>+§jj |, [y [, Sen)| ant
- /Rnw () + 3@ | )ij@)du(a:)
< oo, N+ 3 [ 17Nt
= [ l@ldnte)+ [ 1f@ldute) = [ 1f@ldat) = 151
R™M\U;Q; UjQj R
0

La version clasica de este resultado es la siguiente.

Teorema 1.35. Sea i una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. Sean f € L'(u) no negativa y o > 0. Entonces existe una
sucesion de cubos diddicos disjuntos {Q;} tal que
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1. f(z) < a para casi todo punto x € R™ \ U;Q);.

S

p (U @) < Il

3. «

IN

1
Gy /Q Ttz < Dl
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Capitulo 2

Desigualdades con pesos para M),

Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre compactos y con la propiedad de duplicacion.
En este capitulo vamos a denotar por M, al operador maximal no centrado con respecto

a la base de cubos en R", es decir, el operador M, del capitulo anterior. Este capitulo estd
dedicado a estudiar tres cuestiones, principalmente. En primer lugar, dado 1 < p < oo,
caracterizaremos los pares de pesos (u,v) tales que el operador M, es de tipo débil (p, p)
con respecto al par de medidas (udpu, vdu), esto es que existe una constante A > 0 tal que
para cada funcién f € LP(vdu) se verifica

A
w(x)du(z — x)|Po(x)du(z),
/{yERn:Muf(y)>)\} (@)dp(z) < AP /Rn |f (@) [Po(x)dp(z)

para todo A > 0. Veremos que se puede determinar una condicién, denotada por A,(u),
para la que esto se cumple si y sélo si (u,v) es un par de pesos que verifica la condicién
A,(p). El estudio de la clase A, (i) y sus propiedades es lo primero que se abordard en
este capitulo. En segundo lugar, dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos
(u,v) tales que el operador M, es de tipo fuerte (p,p) con respecto al par de medidas
(udp, vdp), esto es que existe una constante B > 0 tal que

[ M f@P@au) < B [ |f@Po@dute),

Rn Rn

para toda f € LP(vdu). Veremos que se puede determinar una condicién, denotada por
Sp(p), para la que esto se cumple si y sélo si (u,v) es un par de pesos que verifica la
condicién S,(y). Por tltimo estudiaremos el problema anterior para el caso de dos pesos
iguales, u = v, y veremos que en este caso es equivalente a que (u,u) € A,(p). Para probar
esta ultima caracterizacion estudiaremos la desigualdad de Holder inversa y la importante
propiedad de apertura a la izquierda de las clases A,(u), si w € A,(u) entonces existe
e >0 tal que w € A,_.(p).

Seguidamente estudiaremos la clase A, (i), v el teorema de Jones de factorizacién de
pesos A,(u). Por ultimo, expondremos algunos de los resultados existentes de la teoria
de pesos A, (i) para medidas no necesariamente doblantes y daremos un ejemplo de que
para medidas generales la propiedad de apertura a la izquierda de las clases A,(x) no es
cierta.
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1. Pares de pesos A,(u)

Comencemos definiendo lo que entenderemos por peso.

Definicién 2.1. Un peso es una funciéon w medible, localmente integrable y verificando
0 < w < oo en casi todo punto de R". Dado un conjunto medible E denotaremos w,(E) =

Jpw(z)du(z).

Definicién 2.2. Sean u y v dos pesos.

» Sil < p < oo, decimos que (u, v) verifica la condicién A,(u), o simplemente (u, v) €
A,(p), si existe C' > 0 tal que

(g5 [ @) (5 |, v<x>1—P’du(x>)p1 <c. ey

para todo cubo @, donde entendemos 0 - oo = 0.

= Diremos que (u,v) verifica la condicién A;(i), o simplemente (u,v) € Aj(u), si
existe una constante C' > 0 tal que M,u(x) < Cv(z) en casi todo punto z € R™.

Proposicién 2.3. Sean u y v dos pesos. Entonces, (u,v) € Aj(u) si y solo si existe una
constante C' > 0 tal que para cada cubo @) se tiene

1

m/Qu(zzz)d,u(:zc) < Co(x) (2.2)

para casi todo x € Q.

Demostracion: En primer lugar observemos que si (u,v) € Aj;(p), entonces para cada
cubo @ se tiene trivialmente (2.2). Supongamos ahora que existe C' > 0 tal que para todo
cubo @ se verifica (2.2). Si x € R™ verifica M,u(x) > Cv(x), entonces existe un cubo @
con vértices de coordenadas racionales tal que x € Q) y

u,(Q)
Q)

Por hipotesis sabemos que x pertenece a un subconjunto de ) de medida cero. Tomando
la unién sobre tales cubos, que es numerable, vemos que M,u(z) > Cv(x) se tiene en un
conjunto de medida cero en R". O

> Cv(x).

Observacion 2.4. La condicién A;(u) se puede entender como el limite de las condiciones
A, (p) cuando p tiende a 1. Observemos que para cada cubo @) se verifica

tin (o | v(x)l-P’dm))pl - (o | v(x)l-p’du@))ﬁ o Lo P

Teniendo en cuenta que [[v7 wig,y) = €8S8UP,eq ﬁ = (essinf,equ(z))”", entonces
obtenemos que el limite cuando p tiende a 1 de (2.1) es

o | wl)dn(z) < Coss fuf v(z)
—— [ wu(z)du(z) < Cess inf v(z),
Q) Jo z€Q

para cada cubo Q. Luego, en vista de la Proposicién 2.3, esto es la condiciéon A (p).

26



1.1. Caracterizacién alternativa de la condicién A, (u)

Para cada funcién localmente integrable f y cada cubo @), denotamos por fg , a la media
de f en el cubo @, es decir,

1
fan =5 /Q f(@)dp(z).

Vamos a dar una caracterizacién de la condicién A, (1) que puede encontrarse en el libro
de Stein [31].

Proposicién 2.5. Sea 1 < p < oo, entonces (u,v) € Ay(p) si y solo si existe una
constante C' > 0 tal que

(fan) < % /Q F(@Po(@)du(z), (2.3)

para toda funcion no negativa f, y todo cubo Q). Donde en el cociente de (2.3) siu,(Q) =0

usaremos la siguiente convencion, § = 0o para a >0y % =0.

Demostracion: Probemos primero el caso p = 1. Supongamos que (u,v) € Aj(u). Sea @
un cubo, podemos suponer u,(()) > 0. Entonces aplicando (2.2) tenemos

1 1 -1
for =55 /Q f@)dula) = —= /Q F(@)o(z)o(z) du(z)

L x)ulx HJ(Q) Tr = ¢ xT)vlx x
<oy L st S = s | @)

Reciprocamente, supongamos que se verifica (2.3). Sean () un cubo tal que w,(Q) >0,y
S C @ medible. Consideremos f = xg, entonces

_ u(8) C v, (S)
Jor= @) = @ 0 (Q)

Luego, tenemos que para cada cubo () y cada S C () medible se verifica,
u,(Q) < CUM(S)'
@) = p(S)

Sea a = essinf{v(z) : x € Q}. Para cada ¢ > 0 existe S. C @ tal que pu(S:) > 0y
v(z) < a+ ¢ para casi todo x € S.. Entonces para cada ¢ > 0 tenemos

/Sv(x)du(x) =C

< v(x)dp(r) < a+e)du(z) =Ca+e).
W(Q) = alE) Jy, ") < gy [ Lo St = Clae)
Luego, “:((g)) < Cessinf{v(z) : x € Q} para cada cubo Q. Por tanto, para cada cubo

() tenemos % < Cw(z) para casi todo = € @, es decir, se verifica (2.2) y por tanto

(u,v) € A(p).
Sea ahora p > 1. Supongamos que (u,v) € A,(p). Sea  un cubo tal que u,(Q) > 0.
Entonces podemos escribir,

1 1

1 1 1 _1
for = 5 /Q @) = = /Q f(@)o()o(e) Fdu(z),
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y aplicando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados p y p’ obtenemos,

(fau)? < (/ Fpoa)dnto) ) (/ (o) Fula) )

Observemos que %l = p' — 1, entonces aplicando que (u,v) € A,(p) obtenemos,

(fau) < </f () du >) f)

Supongamos ahora que (u, v) verifica (2.3). Sea ) un cubo tal que u,(Q) > 0. Considere-
mos f = v' ¥, entonces para cada cubo @ tenemos,

i v ) <G [ oo o)
Suf@) /Q“(‘”)l_pld“(f)-

P
7

bS]

x)Po(z)dp(z).

A

Esto es equivalente a

(g5 o)) ([ v<x>1p’du<x>)p_l <c.

es decir, (u,v) € A,(u). O

1.2. Propiedades de los pares de pesos A,(u)

Veamos algunas propiedades de las clases de pares de pesos A,(u).

Proposicion 2.6. Sea 1 < p < oo, y p' tal que é—i_z% = 1. Entonces, (u,v) € Ay(p), si y
sélo si (VP ul ) € Ay (p).

Demostracion: Observemos que (1 — p)(1 —p') = 1, luego u'~#)1=?) = 4. Por tanto,

(@ /Q U(xﬂ-p’du(x)) (@ /Q (ser =) d“(”“"))p/_l
o ) Gl

Como consecuencia de la igualdad anterior obtenemos que v'™? y u!™? son funciones
localmente integrables y que se da la equivalencia (u,v) € A,(u) siy sélosi (v' 7, u!~?) €
Ap (p). O

Observacion 2.7. El resultado anterior para p = 2 nos estd diciendo que (u,v) € Ay siy
solo si (1,1) € Ay(p). La condicién Ay(p) es més simple y simétrica:

o Gy o) (g Ly ) <o

Proposicién 2.8. Si 1l <p < q entonces A,(p) C Ay(p).
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Demostracion: Supongamos primero p = 1. Sea (u,v) € Aj(u), es decir, existe C' > 0 tal
que M,u(z) < Cv(z) en casi todo punto. Sea () un cubo, entonces tenemos,

1
5 /Q u()dp(y) < Myu(z) < Co(x),

para casi todo x € ). Por tanto, para cada ¢ > 1 tenemos,

(@ /Q u(x)du(x)) (@ /Q 'U(x)lq/du(a:)>q_l )
- (M(l@ / (0 / u(y)du<y>)"__lv<x>1q’du<x>>

< (@ /Q ((Jv(x))q—“v(w)l—q’du@))q_l

_ (%/Qv(x)—(l—q;(ll—q’)+1du($)>

o= "
_ (M(Q)/Qd,u(a;)> e

Luego A;(p) C A,(p). Supongamos ahora p > 1y sea (u,v) € A,(p). Entonces para cada

q > p tenemos 1:2’: > 1, y apliquemos la desigualdad de Holder con este exponente y
ida 9L
medida H0)

(@/Qv(x)lqldu(x))q_l < (ﬁ/cgv(a:)(l_q,)i‘sjdu(x)) =2, (g—1)

Como consecuencia obtenemos,

(- / w2 (s / v(sc)l-q’du(x))q_l

TN
=
O

para cada cubo @, luego (u,v) € A

2. Caracterizacién de los pares de pesos (u,v) para
los que M, es de tipo débil (p,p)

En esta seccion vamos a estudiar el primer problema que nos planteabamos en la intro-
duccién del capitulo, vamos a caracterizar los pares de pesos (u,v) tales que el operador

M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udpu, vdyu), donde ;1 es una medida
con la propiedad de duplicacién. Veremos que esto serd equivalente a que (u,v) € A,(p).
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Teorema 2.9. Sean u una medida de Borel finita sobre compactos en R™ con la propiedad
de duplicacion, y 1 < p < oco. Son equivalentes:

1. (u,v) € Ay(p).

2. El operador maximal M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udp, vdy),
es decir, existe una constante C' > 0 tal que para toda f € LP(vdp) se verifica

/ u(z)dp(z )_ v If( )Po(@)du(z), (2.4)
{yeR™: M f(y)>A}

para todo A > 0.

En primer lugar vamos a dar una prueba usando una descomposicién de Calderén-
Zygmund adecuada, tal y como se hace en el libro de Duoandikoetzea [6] para u la medida
de Lebesgue.

Demostracion: Supongamos (2.4). Sea f > 0y @ un cubo en R™ con fQ fdu > 0. Sea A
tal que 0 < A < ﬁ fQ fdp. Entonces tenemos @ C {z € R" : M,,f(x) > A}, y por tanto

C
i@ = (v < [ ) < 5[ e

Es decir, para cada A con 0 < A < 20 fQ fdu tenemos

u (@A < C [ f(x)Pv(x)dp(x),

]Rn

entonces haciendo tender A = 0 f 0 fdu nos queda

1 g »
(5 /Q Fhiut)) ¢ [ faruainta) 25)

desigualdad que es vélida también si fQ fdu = 0. Esta desigualdad no es otra cosa que
(2.3), luego (u,v) € Ay(p).

Supongamos ahora que (u,v) € A,(p). Sean A > 0y f > 0, vamos a hacer una descompo-
sicion de Calderon-Zygmund (Teorema 1.35) de f a altura ﬁ, siendo D(p) la constante
de la propiedad de duplicacion de u. Entonces obtenemos una familia numerable de cubos
diadicos disjuntos {Q,} tales que

A
D(p)

- u( Q3> < PO (o).
A

= flz) <

en casi todo punto z € R" \ |J; Q.

V)

R

. D) H(;j) f(x)du(x) < ﬁ para cada cubo ), de la familia.
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Veamos que se verifica la siguiente incluision,
{:1:' eR": M.f(x) > B0 } UBQ] (2.6)

Supongamos que z ¢ Uj 3Q;, y tomemos un cubo () con centro en x. Si k € Z es tal que
2k=1 < 1(Q) < 2%, entonces Q interseca a lo sumo a 2" cubos del reticulo diddico de lado
2% que denotaremos Ry, ..., R,,. Ningtin R; estd contenido en un cubo de la familia {Q;},
ya que en ese caso tendriamos x € Uj 3Q;, luego

x) <

= D(p)*

para cada i € {1,...,m}. Entonces tenemos,

1 T 1 - Rz
—Q)/Qf(x)d,u(ai) SZm Qﬂsz z)dp(z) < ZZ: w(Q) 1 ) Riﬂ‘r)d“(x)
") N A p(GR)_ A pBQ)_ A
<2 W@ Dl DP W@ = DG w(@) = D)

donde en la tultima desigualdad hemos usado la propiedad de duplicaciéon de u. Por lo
tanto, x ¢ {z € R" : M f(r) > ﬁ}, y queda probada la inclusién (2.6). En vista de la
Proposicién 1.9 tenemos que M), y My son equivalentes, y por tanto

(z €R™: M, f(x) > A} C {xeRn:M;f(x) > ﬁ}

Entonces para p = 1 tenemos,

w,({z € R* :M,f(z) > \}) <, <{:c eR": M;f(x) > ﬁ})

<u, (U 3@) <3 | wteyinte)

()du(z) = 28 / () du(x)

D&P Rnf(scwuu(x)dums% [ r@@uta).

Supongamos ahora p > 1, entonces usando (2.6), la desigualdad de Holder y la condicién
A, (p), podemos concluir
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— NP ‘= M(Qj)p <Qj Q;
D()* N u,(3Q)) THBQP [ vt
< iy ( L, @ <>) WO . T

Dlre > [, feretaint - P S
D(u)*rC

<L | f@re@dnte).

Luego, M, verifica la desigualdad de tipo débil (p, p) con respecto a las medidas (ud, vdpu).
O
Ahora vamos a dar una segunda demostracion usando el Lema de recubrimiento de Be-
sicovitch, con la que obtendremos una mejor dependencia de D(yu) en la constante de la
desigualdad de tipo débil.
Demostracion: Supongamos que (u,v) € A,(u). Probaremos en primer lugar que M es
de tipo débil (p, p) con respecto a las medidas (udpu,vdp). Sean A > 0y f > 0. Definimos
Ey={r € R": M;f(z) > \}. Sea K C E) compacto. Para cada » € K existe un cubo

Q. centrado en x tal que
1
00 zf( y)duly) > A. (2.7)

La familia {Q, }.cx estd en las condiciones del Lema de Besicovitch para cubos, ya que K
es acotado y los cubos estan centradas en cada punto. Entonces existen Ay, ..., A., familias
formadas por cubos disjuntos cuya unién cubre todo K, donde ¢, es una constante que
solo depende de n. Supongamos en primer lugar p = 1. Usando que cada familia A; es
disjunta, (2.7) y la caracterizacién (2.2) de la condicién A;(p) tenemos,

Cn

SERIVIE <Zw Ue|=2 2 w@

j=1Q€A, QEA; j=1 Q€EA,;
o 1u
< “ fly fly du(y)
Jj=1 QeA / ;ng;/
< J(y)Coly)du( y)du(y)
I3 o ZAM i

SX; [ fodnts) = 5 / F@ely)duty
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Supongamos ahora p > 1. Entonces usando que cada familia A; es disjunta, (2.7) y la
condicién A,(u) tenemos

JUUe <zw Ue|-¥ 3w

1ech, aen, i1 deh,
SZQZAI (( /f Jauly )

L ZQZ e ([ swetwpot) Fant))

S%;Q; Z?(Q%’)’ ( /Q v(y)! p'd/ub(y))p_1 /Q Fy)Pv(y)duly)
:éjz;; (ﬁ(g;) (“(1@/@@@)1_1)/@@))“ IO
£ ZQZ [ v =53 [ s
S%Z /R F@)o(y)duly) = C;,,C T e(y)duly)

Luego para cada 1 < p < oo hemos probado que se verifica

_Ap/f JPu(y)dp(y),

para cada compacto. Como u es localmente integrable entonces u,, es una medida regular,
y esto implica que

u, ({x € R": My f(x) > \}) <

y)Po(y)du(y),

es decir, M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udy, vdu). Como p verifica
la condicién de duplicacién, entonces por la Proposicién 1.9 tenemos que M, y M son
equivalentes, y por tanto

{r eR": M,f(x) >} C {xGR":Mﬁf(x) > ﬁ}

Usando lo probado para M obtenemos que

u, ({x € R" : M, f(z) > A\}) <u, ({x eR™: M f(z) > ﬁ})

SC"C:# /R f)Pv(y)du(y)

para todo A > 0. Luego, M, verifica la desigualdad de tipo débil (p, p) con respecto a las
medidas (udp, vdp). O
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Como consecuencia de este resultado, si (u,v) € A,(u) entonces mediante una interpo-
lacién obtenemos que M, es de tipo fuerte (¢, ¢) con respecto a las medidas (udy, vdpu)
para q > p.

Corolario 2.10. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion, 1 < p < oo, y (u,v) € A,(u). Entonces para cada q con
p < q < 00, el operador mazimal M, es acotado de LI (vdp) en LI (udp), es decir, existe
una constante C > 0 tal que

[ M@l < € [ 15@ldn) 2.9

R”
para toda f € Li(vdp).

Demostracion: Sean 1 < p < 0o,y (u,v) € Ay(p). Entonces por la caracterizacién anterior
sabemos que M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udyu, vdp), es decir,
aplica LP(vdpu) en LP*(udp). Vamos a probar que M, también es acotado de L*(vdpu)
en L>(udp). Esto es consecuencia de la siguiente cadena de igualdades y desigualdades,

1M1 oo uapey = 1Ml ooy < 1Nl ooy = 171 oo oy -

Observemos que como 0 < u,v < 0o en casi todo punto, entonces las medidas udp, vdu
y u son equivalentes, y por tanto se tienen las igualdades anteriores. La desigualdad se
probé en el Capitulo 1. Entonces, aplicando el Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz
obtenemos (2.8) para todo ¢ con p < ¢ < 00. O

Observacion 2.11. El Teorema 2.9 junto con el Corolario 2.10 nos permiten generalizar
a medidas de Borel con la propiedad de duplicacién del Teorema de Fefferman-Stein [7].
Basta observar que (u, M,u) € A;(n), y entonces aplicando el Teorema 2.9 obtenemos

C
u(adp(o) < 55 [ 1@)PMaa)du(a),
Rn
y aplicando el Corolario 2.10 tenemos,

/]Rn |Muf($)|pu(a:)du(aj) <(C |f<x)|pMﬂu(l‘)dlu(:r)

]Rn

/{yGR”:Muf(y)>>\}

para todo 1 < p < oo.

Vamos a dar un ejemplo para ver que el Corolario 2.10 no se puede mejorar al caso ¢ = p.
Por tanto, (u,v) € A,(p) no implica que M, sea de tipo fuerte (p,p) con respecto a
las medidas (udu,vdu). Luego, para caracterizar el tipo fuerte (p,p) nos tendremos que
restringir a una clase de pesos mds pequena que A, ().

Ejemplo 3 ([9]). Consideremos u la medida de Lebesque en R™. Para p =1 basta consi-
derar u=v =1, y sabemos que M no es de tipo fuerte (1,1), ya que si f es integrable y
no es 0 en casi todo punto, entonces M f ¢ L'(R"). Seap > 1, tomemos g > 0, integrable,
acotada y no nula en casi todo punto. Entonces, Mg ¢ L'(R"™), y como g es integrable
entonces Mg es finita en casi todo punto, ya que M es de tipo débil (1,1). Observemos
que (g, Mg) € Ay, y por la Proposicion 2.8 tenemos (g, Mg) € Ay C Ay. Aplicando la
Proposicion 2.6 tenemos que ((Mg)'™?,g* ) € A,. Tomemos entonces, u = (Mg)' ™ y
v =g'"P, y tenemos un par de pesos (u,v) € A, para el cual la desigualdad

| mr@puwis<c [ (i@

no se da, ya que para f = g tenemos [p, |Mf(z)Pu(z)dz = [, Mg(z)de = oo, y
Jon | f(@)Pv(2)d = [, g(z)dz < co.
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3. Caracterizacién de los pares de pesos (u,v) para
los que M, es de tipo fuerte (p,p)

En esta seccion vamos a estudiar los pares de pesos (u,v) para los que el operador M, es
de tipo fuerte (p, p) con respecto a las medidas (udpu, vdu). En vista del Ejemplo 3 el par de
pesos (u,v) tendra que cumplir una condicién mds fuerte que A,(u). Esta caracterizacion
se debe a Sawyer [31]. Nosotros vamos a seguir una demostracién posterior de Cruz-Uribe
[5], que es mds simple.

Lema 2.12. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con la
propiedad de duplicacion. Sea f € L} (1) no negativa. Supongamos que para algin cubo
Q y A >0 se tiene

—%SLfW>A, (2.9)

entonces existe un cubo diddico P tal que () C 3P, y una constante C,, > 0, que solo
depende de n y de la constante de duplicacion de u, tales que

Demostracion: Sean @ y A > 0 verificando (2.9), y sea k € Z el tnico entero tal que
2k=1 < [(Q) < 2%. Entonces existen Py, ..., P,, (1 < m < 2") cubos diadicos que intersecan
el interior de @ con [(P;) = 2 para cada j € {1,...,m}. Observemos que para cada j se
tiene |Q| < |Fl, y P N Q # (), entonces necesariamente () C 3P;. Ademés, alguno de
estos cubos, al cual denotaremos por P, verifica

/ Fdu > )\M(Q)7
P 2n

ya que en caso contrario, es decir, si [ p fdp < all (Q) para todo 7, se tiene
J

/Qfd“g/m fa = /fd <Z Q) _ (@) < (@),

]1]

lo cual es una contradiccién con (2.9). Ahora bien, como 257! < I(Q) < 2¥ = I(P) y
PNQ # (), entonces P C 6Q) C 9Q), y aplicando la condicién de duplicacién de p tenemos
w(P) < D(p)*u(Q). Aplicando esta desigualdad vemos que P verifica lo deseado,

ﬂJW>M§”2w&mWW)

O

Teorema 2.13. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Sean 1 < p < oo y (u,v) un par de pesos. Denotemos
o =07 donde p es el exponente conjugado de p. Son equivalentes:

1. Existe C > 0 tal que

/ M, (0x0) (@) Pu(z)du(z) < C / o(2)du(x) < o0 (S,(1))
Q

Q

para cada cubo Q).
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2. Existe C' > 0 tal que

- | M. f () [Pu(z)dp(z) < C - |f (@) Po(a)dp(z), (2.10)

para toda f € LP(vdpy).

Definicién 2.14. Sean i una medida de Borel regular en R, y 1 < p < co. Diremos que
un par de pesos (u,v) verifica la condicién S,(4), o simplemente, (u,v) € S,(p) si verifica

(Sp(1))-

Demostracion: En primer lugar supongamos que se tiene (2.10). Entonces M, es de tipo
débil (p, p) con respecto a las medidas (udpu, vdp). Por el Teorema 2.9 tenemos que (u, v) €
A,(u), y por tanto fQ x)dp(z) < oo para todo cubo (. Ahora basta tomar f = oyg en
(2.10) para obtener que (u,v) € S,(u),

/Q|Mu(UXQ)($)|pU($)dM($) < | IMu(oxq)(@)["u(z)du(z)
<C’/ lo(z)[Pv(x)dp(z C/ YA gy ()

:C/Qv(lpdu C’/

Supongamos ahora que (u,v) € S,(u). Consideremos para cada N € N el operador
maximal truncado

MYf(x) =  sup /|f ) dp(y)

zeQ,I(Q)<2N M

donde el supremo se estda tomando sobre todos los cubos ) con z € () y lado menor o
igual que 2. Observemos que M/ivf 1T M,f cuando N — oo. Sea f € LP(vdpu); podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que f es acotada y de soporte compacto. Para cada
k € Z definamos el conjunto

O ={z eR": 2" < MY f(x) < 28}
Para cada = € O existe un cubo Q¥ de lado menor que 2V con z € Q¥ y tal que

1
w(Qk) Q

Aplicando el Lema 2.12 para cada k € Z y cada x € (), obtenemos que existe un cubo
diddico P¥, tal que QF C 3P* y

Fy)dn(y) > 2".

ngk) /P fWduly) > C 2",

Observemos que como los cubos Q* son de lado acotado, entonces los P también lo son.
Para cada k € Z, {P¥},cq, es una familia de cubos diddicos de tamafio acotado, y por
tanto podemos extraer una familia maximal disjunta, que denotaremos por {Pf}jeN, tal
que para cada x € 2 se tiene QF C 3leC para un cierto j. Entonces, para cada k € Z se
verifica Qy, C (52, 3Py
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Ahora para cada k € Z definamos la familia de conjuntos {Ejk} por induccién, EF = 3PFN
O, BE = (3PE\ 3PF)NQy, ES = (3PF\ (3PF UBPE))NQy,..., BY = <3Pf \ (Uh<j 3P/§))m
Q. Entonces tenemos la siguiente particion,

O = G E}.
j=1

Ahora observemos que, fijado k € Z, la familia {Ef } es disjunta por definicién, y ademaés,
como los conjuntos de la sucesion {€;} son disjuntos, entonces la familia {E¥} también
es disjunta en el indice k. Entonces podemos estimar,

M) PuCe) (o Y aPuente) = 37 [ 182 Fute)dnto)
J. -2, J;
<Z / i) = 2 5 (23

7,k
= Zuﬂ (EF) (Cy 28"

(nu

g(ci#)pz (B (M(;k) / f(:v)du(x)>p

Jsk

i ) (L)

Ji:k

donde hemos dividido por 0 < [, odu < [, odu < oo, debido a la condicién S,(u).

Definimos X = N X Z y w es una medida en X dada por la densidad respecto a la medida

contadora »
1
Wi k) = u, (Ek)< (3pk)/ adu> ,

y el operador T esta definido para cada funcién h medible y no negativa como sigue,

Thij, k) = ﬁ /P h@)o(@)du(z).

Entonces, si probamos que T es acotado de LP(R", odp) en LP(X,w) habremos terminado,
ya que en ese caso tendremos

/R MY f (@) Pu()dp(r) < <2é3n<5)>” /X T(fo-yds

<(229) ¢ [ 1r@oto) poteinta)

(2

) [ P

y tomando limite cuando N — oo obtenemos la desigualdad (2.10).
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Probemos en primer lugar que 7" es acotado de L>®(R" odu) en L*(X,w). Sea h €
L*>®(R™, odpu), entonces

P Mo D) < s [ lotalan)

||h||Loo( ) o (Pk)
<70” d = ||h . H71< h N ,
<GP /Pfo—m @) = bl 5 o575 < WPl

luego [|Th|| oo (xwy < 12l oo ®n pap- S probamos que 7' es de tipo débil (1,1) habremos
terminado, ya que aplicando el Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz tendremos
que T es acotado de LP(R", odu) en LP(X,w), para todo p > 1. Sean h > 0 acotada y de
soporte compacto, A > 0y Fx = {(j,k) € X : Th(j,k) > A}. Entonces como E} C 3P}
tenemos,

[ Th(j, k)| =

W)= Y wlih) = Y w (B (M(;Pk) / du)

(4,k)EF (4,k)EFx

-3, ( 5/, 0du>pU(w)du(w)

Z [ Muloxspp) e Puta)dta).

k
Gkyers V F

IN

Consideremos ahora {P;} la subcoleccién maximal disjunta de {Pf : (j, k) € Fy}. Enton-
ces, como los Ef son disjuntos dos a dos, tenemos

B2 Y [ Mloxy)oPut)duta

(4,k)EF\ Ef
3 Z / W(0Xsp) (@)Pul)dia(z)
<y Z M, (o) (2)Pu(e)dp(x)

<y /  M(oxar) P ule)ipta)
<y /  ola)dula)

donde en la dltima desigualdad hemos usado que (u,v) € S,(x). Ahora bien, para cada i
existe (j, k) € F\ tal que P, = Pf, entonces por la definicién de F) tenemos

/3131. o()dp(z) < %/P h(z)o(x)du(x).

Usando esto y que los {P;} son disjuntos podemos concluir,

() <C3 | otwints Z |, doteiua)

5[ be@dn) < S [ wo@ida)

Ui B "
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Por tanto T" es de tipo débil (1, 1), y como hemos visto, esto implica (2.10). O

Como consecuencia del Teorema 2.9, el Teorema 2.13 y que el tipo fuerte (p,p) implica
el tipo débil (p, p), obtenemos que (u,v) € S,(p) implica (u,v) € A,(p) para 1 < p < oo.
Sin embargo, esto es mas general, lo podemos probar para medidas de Borel regulares,
sin suponer la propiedad de duplicacion.

Corolario 2.15. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos, st
(u,v) € Sy(p) entonces (u,v) € A,(p).

Demostracion: Sean (u,v) € Sy(p) y @ un cubo en R™, entonces tenemos
| IMoxa)@Puan@) < © [ ot@dnt) < oo

Ahora observemos que ﬁ fQ o(z)dpu(x) < M,(oxq)(x) para todo = € (), y tenemos

(@ /Q o—@)du(@)p /Q u(w)dp(x) < /Q M, (0x0) (@) Pula)du(a) < C /Q o(w)dp(z),

y por tanto, como fQ o(x)dpu(zr) < oo obtenemos

(i [ o)) (5 [ o(x)du(x))p_l <c

Luego (u,v) € A,(p). O

El Ejemplo 3 nos dice que el reciproco del Corolario anterior no es cierto. La condicion
Sp(p) es mas exigente que A, (u).

4. Acotacion de )M, con pesos iguales

En lo que resta de capitulo vamos a desarrollar la teorfa de pesos A, (1) para pesos iguales,
es decir, para (w,w) € A,(p). Haremos un abuso de notacién, identificando w con (w, w),
y escribiremos w € A,(p) para referirnos a (w, w) € A,(n). Para cada w € A,(u) definimos
la constante caracteristica A,(x) de w como

i =5 (5 / w@i)) (2 / w<x>1p’du<x>)p_l,

parap > 1,y
1
Wy =5 (s [ 0@dn(@)) 07 e
1(w) P 1(Q) 0 H ”L (Q,m)
Con esta notacién, podemos expresar la Proposicion 2.6 de la siguiente forma.

Proposicién 2.16. Sea 1 una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos
y con la propiedad de duplicacion. Sea 1 < p < oo. Entonces, w € A,(n), si y sélo si

o=w'"" € Ay(u). Ademds, o)A, ) = ([w]AP(“))p !
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Para pesos iguales, la caracterizacion (2.3) de la condicién A,(u) la podemos expresar de
la siguiente forma. Si 1 < p < oo, entonces w € A,(u) si y solo si para cada funcién no
negativa y todo cubo @ se tiene,

p [w]AP(“) z)Pw(x T
au < 2880 | 5@y ute)ina) (211)

Como consecuencia de esta caracterizacién tenemos la siguiente propiedad de los pesos
Ap(p).

Proposicion 2.17. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Sea 1 < p < co. Siw € Ay(p), entonces la medida wdp
tiene la propiedad de duplicacion.

Demostracion: Sean @ un cubo en R™, y 3Q) su dilatado. Vamos a aplicar (2.11) a f = xq
y 3Q,

(fsqu)’ = (&)p < M /SQ Xo(@)w()dp(z) = [w]a,w w,(Q) '

1(3Q) wu(3Q) wu(3Q)
Por tanto, para cada cubo () tenemos
n(3) < [l (A2 ) (@) = Dl Pl Q)
Luego la medida wdp verifica la propiedad de duplicacién con constante D(wdu) =
D(p)P[w] 4, (u)- O

Observacion 2.18. Si p tiene la propiedad de duplicacion, en la definicion de la condicién
A, (1) se pueden tomar equivalentemente bolas. Supongamos que w verifica la condicién
A, (p) con cubos, y sea B una bola en R™. Sea () el cubo inscrito en B con lados paralelos
a los ejes, entonces se verifica Q C B C 3Q. Como w € Ay(n), y o = w'™ € Ay(u),
entonces las medidas wdy y odp tienen la propiedad de duplicacion. Por tanto,

1 -
Smwu(?’Q)Uu(?’Q)

1 p—1 p—1
gmp(wdu)D(adu) w,(Q)ou(Q)

:D(wd”;@(;d“)p_l ( /Q w(fr)du(fv)) < /Q w(x)plldu(x))pl-

Anélogamente se prueba que la condicién A,(x) con bolas implica la condicién A,(p) con
cubos.

Para pesos iguales las condiciones A, () y Sp(4) son equivalentes, es decir, el reciproco del
Corolario 2.15 es cierto. Esto fué observado por primera vez, para la medida de Lebesgue,
por Hunt, Kurtz y Neugebauer [17]. Vamos a adaptar su prueba para medidas con la
propiedad de duplicacion.

Proposicién 2.19. Sea 1 una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Sea 1 < p < co. Siw € A,(u) entonces (w,w) € Sy(p).
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Demostracion: Sean w € A,(u), Q un cubo y denotemos o = w'™". Para cada cubo R
contenido en ) podemos podemos escribir la condicién A,(x) de la siguiente manera:

5 [ ointe) <l (5(@))_ -l (77 /. w(x)_lwmdw)ﬁ .

Como R C @, lo anterior es equivalentemente a

1 1 . -1
M/Ro(x)xcz(x)du(x) < [w] 4, (W/Rw(x) XQ(:U)w(x)du(x)) _

Entonces, para cada = € () tenemos

ﬁ /R o (2)xo () dp(x) < [10]4) 9y M (0™ x@) (@) 71,

y tomando supremo sobre tales cubos R tenemos

s | o) < [l Mg X)@FT. (212)

Relacionemos M, (oxq)(x) con el supremo anterior para cada x € ). Sea v € Q) y Q un

cubo en R” tal que x € Q. Definamos R = Q) N @, y observemos que R podria no ser un
cubo, pero en general es un rectangulo. Distingamos dos casos:

= Si l(@) > 21(Q), entonces como z € QN Q tenemos Q C 3Q. Luego, aplicando la
propiedad de duplicacién de p tenemos p(Q) < u(3Q) < D(u)u(Q). Por tanto,

gt 2 [ < PO [
M(@)/é XQdMSM@) /Qm@ Xodp < M(Q)/Q Xodu

1
<D su —/O’ dp.
(1) mGRIC)Q R S, X

» Sil(Q) < 3U(Q), entonces tomemos un cubo S tal que R C S C @ de lado el méximo
de los lados de R. Como SNQ # 0y I(S) < 1(Q), entonces S C~3CN2. Aplicando la
propiedad de duplicacién de p tenemos p(S) < p(3Q) < D(p)u(@Q). Por tanto,

1 D(y) D(p) 1
) /@ oxQdp < S) /R oxQdp < 9 /S oxqdu < D(u) S ) /R oxQdp.

Hemos probado entonces que para todo cubo @ tal que = € @ tenemos

1 / 1
—— [_oxqdp < D(p) sup —/UX du,
w(Q) Ja N vercq H(R) Jr ¢

y por tanto, tomando supremo sobre tales cubos obtenemos

1
Myu(oxq)(x) < D(p) S ) /R oXqdp.
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Luego, de la expresién (2.12) se deduce

1

Mo(00) () < D) w]a, 0 M (™ x0) (@) 77,

para todo x € (). Ahora bien, como u tiene la propiedad de duplicacién, entonces por la
Proposicién 2.17 tenemos que wdy también verifica la propiedad de duplicacién. Entonces
por el Corolario 1.11 tenemos que M,,q, es acotado en ) (wdp) y podemos concluir que

/ M, (0x0) (@) Pw()du(x) <D (wlay )’ / Mo x0) (@) w(z) du(x)
Q Q

<D ([wlay)” [ Mo x) @) w(a)du(a)

n

<D()? ([w)ayg)’ C /Q w(a) ™ w(x)du(x)
=Dy ([ulay)"C | ox)dn(z)

Por 1ltimo observemos que la condicién A,(x) implica que fQ o(z)du(x) < oo para cada
cubo @, luego (w,w) € S,(p). O

Como consecuencia de la proposicion anterior y del Teorema 2.13 podemos caracterizar
los pesos w para los que M, es acotado en LP(wdu).

Teorema 2.20. Sea i una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. Sean 1 < p < 0o y w un peso. Denotemos o = w'™?, donde
P’ es el exponente conjugado de p. Son equivalentes:

1. we Ap(p).

2. FExiste C' > 0 tal que

[ is@Pedne) <€ [ (@ru@die) <o 13

n

para toda f € LP(wdpu).

3. Eziste C' > 0 tal que para cada f € LP(wdp) se verifica

¢ Pw(x x
/{yGR":MHf(y)>>\}w(x)dﬂ<x> < ﬁ/Rn | f(x)|Pw(x)dp(x)

para todo A > 0.

Demostracion: En primer lugar observemos que 1 y 3 son equivalentes por el Teorema
2.9. Si suponemos 2 entonces se verifica 3 y tendriamos que w € A,(x). Supongamos
por ultimo w € A,(u), entonces por la Proposicién 2.19 tenemos que (w,w) € Sy(u).
Aplicando el Teorema 2.13 obtenemos (2.13). O

Para probar el teorema anterior ha sido clave el uso del Teorema 2.13. Sin embargo, se
pueden dar pruebas del resultado anterior sin usar dicho resultado. En lo que resta de
capitulo vamos a dar dos pruebas mds de este resultado, en concreto de que w € A,(p)
implica (2.13). Estas demostraciones son interesantes por si mismas, debido a la teoria
que desarrollaremos para ellas.
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5. Desigualdad de Holder inversa

Como hemos probado en la Proposicion 2.8, si p < g entonces A,(p) C Ay(p), y por tanto
tenemos la siguiente contencion,

U Au(1) € Ag(p)- (2.14)

p<q

Nuestro objetivo en esta seccién es probar que se da la igualdad en (2.14), es decir,
queremos ver que si w € A,(u), entonces w € A, .(p) para algin € > 0. Esto serd una
consecuencia de la desigualdad de Holder inversa. Comencemos con un lema previo.

Lema 2.21. Sea p una medida de Borel en R"™ finita sobre conjuntos compactos. Sean
1 <p<ooywe Ay(n). Para cada o < 1 existe un B < 1 tal que si Q es un cubo, y

S CQ con p(S) < au(Q), entonces w,(S) < fw,(Q).

Demostracion: Sean a < 1y Q un cubo. Para cada S C () tomemos f = g en caracteri-
zacion (2.11),
e

u(@ (433 < cuy(s).

Esta desigualdad, que es valida para todo S C @, se la aplicamos a @ \ S y obtenemos

N ¢ clw0) - w

para todo S C Q. Tomemos ahora S C @ con u(S) < au(Q). Reordenando la desigualdad

anterior tenemos
0, (8) <5 (0 - (1 - %)) w,(Q)
1

SH(C— (1 a)P)u(Q).

Luego para cada S C @ con p(S) < ap(Q) tenemos w,,(S) < fw,(Q), con f=1— %
0

Teorema 2.22 (Desigualdad de Holder inversa). Sea p una medida de Borel en R™ finita

sobre conjuntos compactos y con la propiedad de duplicacion. Sean 1 < p < o0 y w €

A,(p). Entonces existen C,e > 0 (que dependen de p y w) tales que

(@Lw(m)lﬁdu(aﬂ))ﬁ < %/Qw(x)du(x), (2.15)

para todo cubo Q).

Observacion 2.23. La desigualdad contraria a (2.15) es la desigualdad de Holder clésica
con medida % y constante C' = 1.

Demostracion: Vamos a seguir la prueba del libro de J. Duoandikoetzea [0]. Sea w € A, ()
con p > 1, y fijemos un cubo ). Vamos a hacer la descomposicién de Calderén-Zygmund
(Teorema 1.33) de la funcién w a alturas A\g < A\; < ... < A\x < .... Fijaremos la sucesién
{\x} més adelante. Para cada k € N obtenemos una familia de cubos diddicos disjuntos
{Qr;} con las siguientes propiedades:
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= w(z) < Ag para casi todo x € R™ \ (4, donde €, := |J; Q-

)\ <

1
#(Qes) /Q w(@)du(x) < D(p).

» Qpy1 C O, ya que A < gy

Fijemos Qi j, € 2, entonces Qy j, N§2x41 es la unién de ciertos cubos de €241, denotemos
a estos cubos {Qg11, : ¢ € I}. Entonces,

(Qk Jo N Qk—i-l (U Qk+1 z) = Z l‘(Qk—H i

el el

> w@dn

)\k—"_l el Qk+1 i
1 1

5 /U o wt) = 5 /Q o W)
1 _ D(p)A
<o | ) = FE Q)

T Mkt Joy

Tomemos la sucesién {\;} tal que

para todo k, con a < 1 arbitrario. Es decir, tomamos {);} una sucesién geométrica de
razén D(p)a~t. Como w € Ap(u), entonces el Lema 2.21 nos asegura que que existe
f < 1 asociado a «a tal que w,(Qkj, N Ly1) < Pw,(Qy,j,)- Si sumamos en j, obtenemos
W, (1) < Bu(), y por tanto w, () < BFw, (). Utilizando la desigualdad anterior,
y que w(x) < A\ para casi todo x ¢ ), entonces tenemos

o0

]_ 1+e ) = 1 U).’131+€ T 1 wx1+€ -
/JJ(Q) /Qw(m> du( ) M(Q) /Q\QO ( ) d,u( ) " :U'(Q) ;/ﬂk\ﬂk-ﬂ ( ) du( )
il Ly qw(z x
< {Q) /Q\Qow(:c)du( z) + 0 )Z/Qk\%l Xe L w(z)dp(x)

oo

0@, 1 (D
=M@ +u(@),§( o 00

fwal@ 1~ (D
=@ +u<Q)Z< a ) P
1+ Dé“) ﬂ) ]

Podemos tomar € > 0 para que la serie > -, (D(“ i B) converja, es decir, Diﬁ)sﬁ < 1.

Denotemos por C’ a la constante de dentro del corchete. Con esta eleccion de e, que

depende de a, 5y D(u), pero no del cubo @, basta con elegir \g = (( )), y obtenemos

s = (43) 48 - g o)

luego elevando a F obtenemos (2.15) con constante C' = C’ T U
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Observacion 2.24. Si w € A,(u) y € es el exponente que nos da el teorema anterior,
entonces la desigualdad de Hoélder inversa (2.15) es cierta para todo exponente € con
g <e.

Proposiciéon 2.25. Sea 1 una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos
y con la propiedad de duplicacion. Sea 1 < p < co. Siw € Ay(p), entonces existe € > 0
tal que w € A,_(1).

Demostracion: Sea w € A,(u), entonces o = w'™ € Ay(u). Luego aplicando el Teorema
2.22 obtenemos que existe € > 0 tal que

(@/@w(m)(lpl)(lﬁ)dp(x))ﬁ < %/Qw(x)lpldu(x),

para todo cubo (), con constante C' > 0 independiente de (). Sea ¢ > 1 tal que 1 — ¢’ =
(1 —p')(1+¢). Entonces ¢ < p, y veamos que w € A,(p). Para cada cubo @ tenemos

1 - !
< (jigy fy 7o)
y por tanto,

(@ /Q w(iﬁ)du(a:)> <@ /Q w(x)l_q,dﬂ(m)yl |
<c (@ /Q w(x)du(:c)) (@ /Q w(x)lp,du(x))p_

<Clw]
Luego, [w]a, ) < Clw]a,y y por tanto w € Ag(1). O
Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos que se da la igualdad en (2.14).

Corolario 2.26. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Entonces para cada p > 1 se tiene

A, = Aw). (2.16)

q<p

Corolario 2.27. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Sea 1 < p < co. Siw € A,(u), entonces existe € > 0 tal
que wte € A,(p).

Demostracion: Como w € A,(u), entonces existen C’, ¢’ > 0 tales que

(ﬁ /Q w(x)lﬁ’du(x))l;' < pfé) /Q w(z)dp(z),

para todo cubo Q. Como w'™ € A, (i), entonces existen C”,&” > 0 tales que

(g5 [ @t " 20 Lt
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para todo cubo Q. En vista de la Observacién 2.24 tenemos que para ¢ = min(g’,e”) se
verifican las dos desigualdades anteriores. Entonces para cada cubo @) tenemos,

(g [ auta)) (s [ a0 uua))

oded (@/Qw(x)du(xo <@/@w(z)1_p,d#($)>l7—1]

§<O/O//)1+e ([w]Ap(u)) 1+e ‘

<

Luego, w'*e € A, (). O

Corolario 2.28. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y
con la propiedad de duplicacion. Sean 1 < p < oo y w € A,(u). Entonces existen C > 0
y 0 <d <1 tales que si QQ es un cubo y S C Q medible, entonces

w(S) - ((S)Y’
Q) SC(M@)) ‘ (2.17)

Demostracion: Sean w € A,(p) y @ un cubo. Tomemos S C @, y € el dado por la desigual-
dad de Holder inversa. Aplicando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados
1 +¢ey 73z obtenemos,

£

wu(S) :/QXSw(fC)dﬂ(x> < (/Qw(w)”adu(x))ﬁu(s)”f

- (g L) m@Eus)

<Cw,(Q) (%) -

Luego hemos obtenido (2.17) con ¢ = 5 < 1. O
La Proposicién 2.25 nos permite dar una demostracion del Teorema 2.20 muy simple.

Demostracion del Teorema 2.20: Solo tenemos que probar que si w € A,(p) entonces M,
es acotado en LP(wdp). Sean 1 < p < ooy w € Ay(p), entonces por la Proposicion 2.25
tenemos que existe ¢ > 0 tal que w € A,_.(p). Entonces, aplicando el Teorema 2.9 tenemos
que M, es de tipo débil (p —e,p — €) con respecto a las medidas (wdy,wdp). Sabemos
que M, es acotado en L>(wdu). Por tanto, mediante una interpolacién, obtenemos que
M,, es acotado en LP(wdyu). O

La demostracién anterior estd basada en la propiedad A, () = A,_.(1) para algin e > 0.
La primera demostracion de este resultado evitaba esta propiedad usando el Teorema 2.13.
En 2008, Andrei K. Lerner [20] public6 una demostracién que evita tanto la propiedad
A,(n) = A,—-(pn) como el Teorema 2.13. Ademads, es una demostracién muy simple, y
en la prueba se consigue una nueva caracterizacion de la condicion A, ().

Teorema 2.29. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. Sean 1 < p < 0o y w un peso. Denotemos o = w'™?, donde
P es el exponente conjugado de p. Son equivalentes:
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1. we Ap(p).

2. Existe C' > 0 tal que para toda funcion f € LP(wdu) se verifica

M,f(z) <C [Midu( ad,u(fo-71> - 71)(5’3)] T

para todo x € R™.

3. Eziste C' > 0 tal que
[ M p@Pe@ipe) < [ EPe@dne) <o 219

para toda f € LP(wdpu).
Demostracion: Sea w € A,(n). Para cada cubo @) consideremos
wu(Q) (%(3Q)>“
@) \ @)
Entonces tenemos la siguiente desigualdad
w,(Q) <%(3Q))”_1 _ pBQP wu(Q) (ou<3@>)”‘1

Q) =" o7 \ ) p@) pB3Q) \ p(3Q)
<D ()" [w] 4, ()

para cada cubo Q). Luego, podemos escribir,

A4,(Q) =

_ 1 @) (@) P
=@ 2 (45)
<D()77 ([t]a, ) 7 Uﬁé?é) (55(%)))1 (2.19)

para cada cubo Q. Sea =z € R", y @ = Q(z,l) un cubo de lado [, centrado en z.
Observemos que para cada y € @ se verifica Q C Q(y,2l) C 3Q. Denotemos C' =

D(p)7 1 ([w]AP(#))”i1 = D(u)? ([w]a,)? " Sea f € LP(wdpu), entonces multiplicando
el promedio Q) /. o | f1dp en la desigualdad (2.19) podemos estimar de la siguiente forma

o e 2 (A L
- _55%)) (oo L, 'd“)p ] !

<c _wi@) / (m / . Ifla‘lodu>p_ldu(y)] a

< _ EQ M, (f w(y)lw(y)du(y)] a

C[Midu( Mg, (fo= )~ w™)()]

-

1
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Entonces, tomando supremo sobre todos los cubos centrados en x tenemos

1

My f(x) < C [My, (Mg, (fo~ )P w™ ) (2)] 7

Como p tiene la propiedad de duplicacién, entonces M, f(z) < D(u)M;f(z), luego la
expresion anterior nos queda

1

M, f(x) < D)+ ([wayn) 7" [Megu(MEy,(Fo )~ w ) (@)] 77

para todo x € R", es decir hemos probado el punto 2. Ahora bien, como M¢ wdp Y Moay
son maximales centrados, entonces el Teorema 1.13 nos dice que M¢

wdu €S acotado en
LP (wdy) v, Mg, es acotado en LP(odp), con constantes Cy y Cy respectivamente, que

solo dependen de n y p. Por tanto, si denotamos ¢/ = D(u)C tenemos
[ M p@ru@ua) <07 [ (Mg, (07 M (o) @] wla)duta)

v / IMEg, (0 My, (oY) @) wia)du(a)
<C?Cy [ fw(a) Mg (fo ) @) wia)dp(a)
e / M, (f) @) [ w(2) " du(a)
—cnCy [ Mz lfo @) ota)duta)
<C"CiC / [f@e @) o) duz)
—c"CiCy [ 1#@) ola) Pdua)

=C"CyCy - |f ()" w(z)dp(z).

/ L .
Luego M), es acotado en LP(wdp), con [[Myl| 1y (g, < CopD(1)P 1 ([w]a,m)” " La im-
plicacion restante se prueba de la misma forma que en las pruebas anteriores. O

En 1993, S.M. Buckley [3] probd que el exponente p%l de [w]a,(u es el mejor posible en
la desigualdad anterior.

6. Clase de pesos A, ()

Una de las consecuencias de la desigualdad de Holder inversa es que para todo peso
w € Ap(p) existen C,§ > 0 tales que para cada cubo Q) y cada S C @, se verifica

<o (1)

Como la propiedad anterior la cumplen todos lo pesos que estdn en una clase A,(p), y
tenemos la igualdad A, () = U,<pA4(1), esto sugiere definir una nueva clase de pesos.

g
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Definicién 2.30. Sea p una medida de Borel en R"™ finita sobre conjuntos compactos.
Sea w un peso. Diremos que w € A, (u) si existen C,0 > 0 tales que para cada cubo @ y

cada S C @, se cumple S
wy(S) w(S)
=) 220

Observacion 2.31. De la definicién de A, (u) se sigue que si p tiene la propiedad de
duplicacién y w € A (i), entonces wdp tiene la propiedad de duplicacion.

S

Con esta definicién, el Corolario 2.28 nos esta diciendo

U Au(w) € As(p). (2.21)

1<p<oo

Vamos a probar que se da la igualdad en la inclusién anterior, para ello necesitaremos el
siguiente lema previo.

Lema 2.32. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y w €
Aoo(p). Para cada o < 1 existe un 5 < 1 tal que para todo cubo Q y todo S C Q con

w,(S) < aw,(Q) se tiene u(S) < Au(Q).

Demostracion: Sean o < 1, Q un cubo y S C @ con w,(S) < aw,(Q). Vamos a aplicar

(2.20) a Q\ S,

n@Q)
Y despejando el término % nos queda,
u@)<1_<1—a>6
(O C
Luego 1(S) < Bu(Q), con B =1 — (427, -

Teorema 2.33. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. St w € Ax(p), entonces existe p > 1 tal que w € Ay(p).

Demostracion: Sea () un cubo en R™. Vamos a hacer la descomposicion de Calderdn-
Zygmund de la funcién w=! a alturas \g < A; < ... < Ay < ..., con respecto de la medida
wdp, que tiene la propiedad de duplicacion. Fijaremos la sucesién {\;} mas adelante. Para
cada k € N obtenemos una familia de cubos diddicos disjuntos {Qy;} con las siguientes
propiedades

= w(x)™! <\ para casi todo @ & Q, := U, Q-

1 -1
n )\ < 0O /Qk,]- w(z) w(x)du(x) < D(wdp) Ay

» Qpy1 C O, ya que A\ < Mgyt
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Fijemos Q. j, € S, entonces Qy, j, N 211 es la unioén de ciertos cubos de €2;41. Denotemos
a estos cubos por {Qg11,: 7 € I}. Entonces,

Wy (Qrjo N Qpg1) =Wy (U Qk+1,i> Z Wy (Qry1,i)

el el

= e )

/\
k+1 icl

1 1 B
[ w@ @ = [ @) e
k+1 Uie] Qr1,i k+1 Qk,joﬁQk+1

1 - Ak
@) wdute) < D) Q)

T Net1 ko

Tomemos la sucesion {\;} tal que
D(wdp) Ay
-~ 7 7 = Oé,
k1

para un cierto o < 1 arbitrario, es decir, tomamos {\;} una sucesién geométrica de razén
D(wdp)a~. Como w € Ay (1), entonces el Lema 2.32 nos asegura que que existe § < 1
tal que p(Qrjo N Qit1) < Bu(Qrj,)- Si sumamos en jy obtenemos p(Qy41) < Bu(C),
y por tanto u(Qx) < B%u(). Utilizando la desigualdad anterior, y que para casi todo
x ¢ O, se tiene w(z)™! < )\, tenemos

o

1 / _ 1 _ 1 _
- (’LU 1)1+Ewd,u — —/ (w 1)1+‘5wd,u+ - / (’LU 1)1+3wd,u
wu(Q> Q wu(Q) Q\Qo wu(Q) kZ:O Qe \ Q%11
Ao / 1 1 < / 1
< wwdp + ——— W wdp
wM(Q) Q\Qo wﬂ<Q) kz:; Qe \ Q11 wH

o}

(k+1)e
<D S (P )

«

Q) 1 N (Dwdp)\
9“[ (Q)+wu(Q),§( ) suin

(67

< [1 + D(Zd”) i (D(megﬁ)k] Aﬁj((%))-

Podemos tomar ¢ > 0 para que la serie - (D(wd” i 5) converja, es decir, W g < 1.

Denotemos por K a la constante de dentro del corchete. Con esta eleccién de e, que
depende de a, 8 y n, pero no del cubo @, basta con elegir Ay = £ ) y obtenemos

wu(Q)’
1 . Q) )HE
— d
@ fy e <K (50
equivalentemente,

(i [ v (g [ woraute)) <

Sea p tal que ¢ = p’ — 1, entonces la expresion anterior nos queda,

(g5 [ @) (g [t auto) ks
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Luego [w]a, () < Krﬁ, y por tanto w € A,(u). O
Por tanto, hemos probado la igualdad siguiente

A = | 4w (2.22)

1<p<oo

Observemos que si w € A,(u) C Ax(pn), entonces w verifica una desigualdad de Holder
inversa, ahora vamos a ver el reciproco.

Proposicion 2.34. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos.
Sea w un peso que cumple una desigualdad de Hoélder inversa, es decir, existen € > 0 y
C > 0 tales que

(@ /Q w(x)”edu(x))lis < % /Q w(e)du(z),

para todo cubo Q). Entonces w € Ay ().

Demostracion: Sea Q un cubo y S C @, vamos a usar la desigualdad de Holder clasica

con exponentes conjugados 1+ ¢, y %7

1

wy(S) —/Sw(a:)du(x) < u(S)T= </Sw($)1+€du(x)> =

1

wo) ()

Q
<H@ ()% | wiaiua)
u(S) Tt
CunlQ) (u(@))
Luego w € A (p1), con § = 1= d

Por lo tanto tenemos la siguiente caracterizacién de los pesos A ().

Teorema 2.35. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. Entonces, son equivalentes:

3. Exzisten € >0 y C > 0 tales que

1

(@ /Q w(x)HEd,u(ac)) e % /Q w(z)du(),

para todo cubo ().
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7. Caracterizacién de pesos A;(u)

En esta seccién vamos a dar una caracterizacién constructiva de los pesos A;(pu).

Teorema 2.36 ([10]). Sea i una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos
y con la propiedad de duplicacion. St w € Ay (), entonces ezxisten 0 < e < 1, una funcion
K no negativa tal que K, K1 € L>®(u), y una funcién f € L} (1) con M f < oo en casi

loc
todo punto, tales que
w(r) = K(z)M;f(x)". (2.23)
Reciprocamente, dada una funcién no negativa K tal que K, K~* € L>*(n) y dada una
funcién f € L () con M f < oo en casi todo punto. Si definimos w como en (2.23),

loc
entonces w € Ay, y ademds satisface,

C
[wlaww < 7 1Kl [

donde C' es una constante que solo depende de la dimension n y de D(u).

Demostracion: Sea w € Ay(u), entonces aplicando la desigualdad de Holder inversa (Teo-
rema 2.22) tenemos que existen C,~y > 0 tales que

1 / N = C
o L@ ) < [ weie) < Clulagout), 220
(u(Q) Q @) Jo .

para todo cubo @ y para todo z € Q \ Eg, donde E( es un subconjunto de ) de medida
cero. Sean € = ﬁ y f(z) = w(z)"™ = w(z):. Sea N la unién de los Eq tales que Q
es un cubo con vértices en Q", como es unién numerable de conjuntos de medida cero,
entonces ;(N) = 0. Por tanto, de (2.24) podemos deducir,

My f(x) < Olﬂ[w]zlﬁl?u)f(a:)’

para todo z € R" \ N. Y por tanto, M f < ot [w]xzu)f en casi todo punto. Definamos

f(x)®

KCC):W’

y observemos que C’_l[w];hl < K <1 en casi todo punto. Por tanto K, K=t € L>®(u), y
ademds se verifica w(z) = K (x) M f(z)*.

Reciprocamente, sean w(z) = K ()M f(r)° como en (2.23), y un cubo Q. Basta probar
que para casi todo x € () se tiene

1
Q)

ya que K, K~ € L*(u). Podemos escribir f = fxso + fX@3qg)e. Como f es localmente
integrable entonces fxso € L'(u). Aplicando el Teorema 1.12 tenemos que M .. es de tipo

/Q MEF(Fdu(t) < —— Mif(o)" (2.25)
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débil (1,1), y por tanto tenemos,

1 . c ° - e—1 . AgC T
m/QM#(fX%?)(IE) d,U(I) / A u({x €qQ: M,u(fX3Q)( ) > )\})d/\

(@) Jo

£ ® el . Cn
< | i (@), 5 I vsell,) ax

- el
—i [ A (@)
0

n(Q)
T /OO X | Frsoll, dX
n 3Q
Q) S || rxsell, '

£ €

C 9 C

:u(CS) 1 xsall; + 6_—1#(63)5 1 xsell;

S—

C
C

)
T1-¢ (l:fgg))) (u(;Q) /SQ |f($)|dﬂ(x))

=
<SP (a1, @)y < SPUZ (g o)

para casi todo z € (). Acotemos ahora la parte correspondiente a fx (3. Seany € Q y R
un cubo con centro y € R,y tal que [, |fx(0)(2)|du(z) # 0. Necesariamente I(R) > 1(Q)
y por tanto @) C 3R. Por tanto, usando la propiedad de duplicacion de u tenemos,

o | 1Fxaarldutt)
V(o) < DUFMEI(0),

para cada x € Q. Por tanto, MS(fxaq)e)(y) < D(u)*M;f(x) para todo x € Q, y esto
implica

(3R

5 | 1 xaar®ldn(t) <

w(R
D

IA

1
Q)

Como ¢ < 1, entonces aplicando que M, f(x)* < M,(fx30)(x)® + M,(fx30))(x)° hemos
probado (2.25). O

/Q ME(fxa0y) W) din(y) < D(u)=MEF (2.

8. Factorizacion de pesos A,(u)

En 1972, Muckenhoupt [20] conjeturd que cada peso w de A, (1) se puede factorizar como
uv'™? donde u,v € A;(u). Posteriormente, en 1980 Peter Jones lo demostré en [19].
Nosotros vamos a seguir una prueba posterior, que es mas simple, y se debe a Coifman,
Jones y Rubio de Francia [1], aunque la idea es de un articulo anterior de José L. Rubio
de Francia [29].

Teorema 2.37. Sean p una medida de Borel reqular con la propiedad de duplicacion y
1 <p < oco. Entonces w € A,(u) si, y solo si, existen u,v € A;(u) tales que w = uv?.
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Demostracion: Sean u,v € A;(p), y veamos que w = uv'™? € A,(u). Sea @ un cubo en
R™. Aplicando la condicién A;(u) tenemos,

w(z)™! < esssupu(z)t = (ess fnf u(x)) o [l 4, (“”(Q))_l ,

zeQ z€qQ Q)
v(z)7! < ess ilelgv(x)_l = (ess inf v(x)> h < [vlayw) (?((g)))l ,

en casi todo punto z € (). Por lo tanto tenemos las estimaciones siguientes

u(@) " < ([l )" (l::t((g)))l_p/,

(a0 < () (22)

en casi todo x € (). Entonces, usando estas estimaciones tenemos,

ol e
S/i(é?)z’ (([’U]Al(m)p ( / ) ( i) ((QQ))) /vdu>
@ (5

[ (6.(Q Q\'T
e (s ) ) (@)
[u]x‘h(u) [U]ZZ(lp,) UM(Q>1 pvu( )P~ uu( ( )

w(@Q)p p(@)-r Q)

- [u] 41 () [U]i_l(lﬂ) v,(Q)° 0 -
— Q)7 M(Q)—Pu#(Q) = [u]a, () [U]AI(M) < 0.

Luego, w = uv' ™ € A,(p) con [w]a, g < [u]a, [v]’[l(lu).

Reciprocamente, supongamos que w € A,(u) con 1 < p < oo (si p = 1 no hay nada que
probar). Sea o = w'™", por la Proposicién 2.16 tenemos que o € A, (p). Por tanto, el
Teorema 2.20 nos dice que M, es acotado en LP(wdp), y también es acotado en L¥ (adp).

Consideremos el operador R definido para cada funcién medible f de la siguiente forma
1

RS = |wb M1 0]

. Veamos que R es acotado en LP¥ (1), sea f € LP (1) entonces

(R ) = [ Ju@Padsr e @] duto
Mﬂ<|f|p’w—%><x>)”w(sc)du(x)

@) w(w) 5| wiz)dp()

=/, If ()" dp(w).

Observemos que R es un operador sublineal. Trivialmente se verifica R(Af) = |A\|Rf para
A € R. El operador R es subaditivo, de hecho, vamos a probar que es numerablemente
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subaditivo. Sean {f,}>2; una sucesién de funciones, z € R™ y ) un cubo con z € Q.
Entonces aplicando la desigualdad integral de Minkowski tenemos,

7 b

P’ »’ 5
w”rdp ( /Ifnlp w Pdu)

L
o

<ZM (fal”w5)(@)?

Tomando supremo sobre todos los cubos () con x € () obtenemos,
¥
1

ot <3, (10 ) @)
n=1

y por tanto R (37, fn) < > o2, R(fs). Luego R es sublineal y numerablemente subadi-
tivo.

1 E
=\ | P

M,([f[Po ")
se prueba que R* es sublineal, infinitamente subaditivo, y acotado en LP¥' (1). Como
consecuencia de la desigualdad triangular de Minkowski en LPP'(11) obtenemos que R+ R* :
LPP (1) — LP" (i) es acotado. Sean K la norma del operador R + R*, y h € LPP' ().
Definamos formalmente

Si definimos el operador R* como R* , entonces andlogamente

H=3 G (R R B,

donde (R+ R*)°(h) = hy (R+ R*)"™(h) = (R+ R*)[(R+ R*)'(h)]. Observemos que
H € L (u), ya que

1 . =1 , =1
1l < 3 gy MR+ ROy < 32 e K Ml = 1l 3= 5 = 2l
=0 =0 1=0

y por tanto la definicion de H tiene sentido en casi todo punto. Como consecuencia de
la definiciéon de H se tiene que H > 0y H > |h| en casi todo punto. Ademds, de la
sublinealidad para sumas infinitas de R + R* se deduce

o0

(R+ R*)(H) =(R + R") (Z (2;() (R+ R*) ) < Z

=0

)" (h)

_ *\1+1
=0

en casi todo punto. Luego tenemos R(H) < 2K H y R*(H) < 2K H en casi todo punto. De
la definicién de R y de la primera de las desigualdades anteriores se deduce M,,(H p'w_%) <
2" KV (H p’w_%) en casi todo punto. Y, analogamente con la otra desigualdad obtenemos
M, (HPo ») < 2P KP(HPo Pl) Si denotamos u = HPo ¥ y v = Hp/uf%, entonces las
desigualdades anteriores nos dicen que u,v € A;(u). Y ademés tenemos la descomposicién
deseada,

1-p -1 1

_1 1
wl™ =HPo ¥ (pr P) = HPwr 17 HP PP ' %

1 1 1 1
i, 1-1 _, 1 -1
=HPwr HPw  » = HP Pwrw " » = w.
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9. Teoria de pesos A,(;) para medidas no doblantes

En este capitulo hemos visto que si ¢ es una medida con la propiedad de duplicacién enton-
ces son ciertos los resultados de la teoria de pesos de Muckenhoupt [20]. Esta teoria para
medidas con la propiedad de duplicacién fue estudiada por Jawerth [18] y por Strémberg
y Torchinsky [30].

Para medidas sin la propiedad de duplicacién, en el Capitulo 1 vimos que M,, y M} pueden
tener comportamientos muy diferentes: M es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p)
para todo p > 1, y sin embargo M, puede no serlo. Por lo tanto, tiene sentido tratar de
desarrollar una teoria de pesos asociada al operador M, donde i es una medida de Borel
que no es necesariamente doblante. Hay resultado parciales de esta teoria, suponiendo que
u satisface que las caras de los cubos tienen medida nula. Esta propiedad es mas débil que
la duplicacién como muestra el Ejemplo 1. Para probarlo seguiremos la prueba del libro
de Garcia-Cuerva y Rubio de Francia [9], para lo cual necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.38. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y con
la propiedad de duplicacion. Sean () un cubo y R la mitad de @), es decir, un intervalo
contenido en () teniendo un lado de longitud la mitad que los lados de Q) y los demdas lados
de la misma longitud que Q, concretamente, si Q) = I x|a, b|, entonces R = I x|a, %(a+b)).
Entonces eziste una constante K(pu) <1 tal u(R) < K(pu)p(Q).

Demostracion: Sea R’ la otra mitad de Q tal que RUR' C Qy RNR =(. Sea Q' C R
un cubo tal que R C 3@, entonces

1(R) < pu(3Q") < D(p)p(Q") < D(p)u(R') < D(p)(1(Q) — p(R)),

donde en la dltima desigualdad hemos usado que p(RU R') = p(R) + u(R') < p(Q).
Reordenando los términos obtenemos p(R) < K (u)u(Q), con K(pn) = D P < 1. O

D(n)
Teorema 2.39. Sean p una medida de Borel en R™ finita sobre conjuntos compactos y

con la propiedad de duplicacion y Q un cubo. Entonces u(0Q) = 0.

Demostracion: Sea C' una cara de (), entonces podemos escribir C' = ﬂj’;l R;, donde
R; es la mitad de R;_; tal que C' C R;, y Ri = ). Veamos que para cada j se tiene
pt(Rjt1) < K(u)p(R;). Sea D;j(Q) el mallado diddico sobre @) de orden j. Consideremos
la familia de cubos {Qf} 1 de D;(Q) que tienen interseccion no vacia con R, 1, y denotemos
R;?H =R N Q Entonces observemos que {R]H}k es una particién disjunta de R4,
y ademas cada R 711 es la mitad de Qk Entonces aplicando el lema previo tenemos,

J+1 (UR ) Z# ]+1 ) < ZK(PJ)PJ(Q?)
1 (U Qﬁf) = K(u)p (R;) .

Por tanto, tenemos p(R;) < K(p)?1(Q), y entonces podemos concluir,

J]—00 J]—00

— (ﬂ >—l1mp(R])<th() w@) =0,
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ya que K(u) < 1. De aqui se sigue que u(0Q) = 0. Realmente hemos probado que cada
hiperplano determinado por los ejes coordenados tiene medida pu cero. O

Como hemos visto esta condicién es mas débil que la propiedad de duplicacion, de hecho,
se puede probar que si x4 es una medida continua (sin atomos) en R™ entonces existe un
sistema ortonormal en R™ tal que p(0Q) = 0 para todo cubo con lados paralelos a los ejes
coordenados. Bajo estas hipétesis J. Orobitg y C. Pérez [28] estudian la teoria de pesos
A,(p). Vamos a enunciar su resultado principal y no incluiremos su demostracion.

Teorema 2.40. Sea p una medida tal que pu(0Q) = 0 para todo cubo Q.

1. Sean 1 < p < oo yw € Ay(p). Entonces existe C > 0 tal que

n

| t@pe@ine) < ¢ [ 1f@Puedu)

para toda f € LP(wdp).

2. Siw verifica Aj(u), es decir, existe C' > 0 tal que para todo cubo Q) se tiene
1

@)

entonces existe C > 0 tal que para toda funcién f € L'(wdu) se tiene

wfe R M) > A < S [ f@l@da)

dy < Cess inf w(z),
/Qw uw < ess;rele(x)

para todo A > 0.

En este ambiente, la condicién Aj(u) no es equivalente a Miw(z) < Cw(x) en casi todo
punto, a esto se le llama AY(p). Se tiene la inclusién A§(u) C AY(u), sin embargo, en [25]
se da un ejemplo de un peso w € AY(u) \ A5 ().

La prueba de este resultado se hace de la forma habitual, probando primero la desigualdad
de Holder inversa y posteriormente la propiedad A,(y) = A,_-(p). Sin embargo, en la
siguiente seccion veremos que esto no es cierto en general, es decir, para medidas con
atomos la desigualdad de Holder inversa y la propiedad A, () = A,_.(p) fallan (véase
[12]). Sin embargo, no se sabe si w € A,(u) es una condicién necesaria para la acotacion
de M en LP(wdp). Se puede probar la siguiente condicién mas débil, existe C' > 0 tal

para todo cubo @). La caracterizacion de los pesos A (1) y la factorizacién de pesos A, (1)
tampoco se conocen en este ambiente.

9.1. Apertura a la izquierda de la clase A,(x)

Por dltimo, vamos a ver el ejemplo que se da en [12] para probar que la propiedad
A, () = A,_.(u) es falsa para medidas generales.

Teorema 2.41. Sean p la medida soportada en N (estd definida en los Borelianos de R
de forma que (R \ N) = 0) definida por p({n}) = n" para cada n € N. Sea w(n) = 2
para cada n € N. Entonces w™' € Aa(u) y, para todo q < 2 se tiene w ¢ A,(1).
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Demostracion: Veamos en primer lugar que w € A;(u), es decir que existe C' > 0 tal que

Sy o MO < Cinfu) = Cmiu ),

para todo intervalo finito I C R. Observemos que basta probarlo para intervalos I = [k, m)|
con k,m € N. Sea I = [k, m] con k,m € N. Entonces tenemos,

1 G gmtl  gmtl 27

S & VN —r 5 2% < S e 2,

jeI B Z] ) J’? mm jelkm) J7

ya que la sucesién w(n) = - es decreciente. Hemos probado entonces que w € A; (1) con

constante C' = 2. Entonces aplicando el Teorema 2.37 (observemos que en la prueba de
implicacién que vamos a usar no se utilizo la propiedad de duplicacién de p) para p = 2
conu =1y v =w, tenemos que w—! = w2 € Ay(11). Supongamos que existe ¢ < 2 tal
que w™t € A,(p); entonces existe C' > 0 tal que para todo intervalo I = [k, m]| se verifica

(Zw u({5}) ) (Zw(j)‘I’—lu({j})>q < O n{ih.

i=k

En particular, para I = [n,n + 1] con n € N, de la condicién anterior nos queda

(% ‘ )3 (g (?_j)"‘l j) ql’ < Cgfﬁ (2.26)

Si nos quedamos con un sumando en cada suma, podemos acotar inferiormente el término
de la izquierda de la siguiente forma:

() () ) = (E0) (E6) )

j=n

Por tanto, de la expresién (2.26) se deduce

1 ’ L n+1
(n + 1)2(”1+1) q 2”((1 -1\ ¢ + g il
( o+ —w) <O <2+t

j=n

Usando que 1 — £ = 1 tenemos que la expresién anterior es equivalente a
q q

(TL + 1)(n+1)(%71)
nn(lf%)

artel

Observemos ahora que 1 — q— =1-2 (1 — %) =1-2+ % = % — 1. Luego la expresion

n ——1
(n+ 1) K”“) ] < o'iC

n

anterior nos queda

Tomando limite cuando n — oo llegamos a contradiccion, ya que como ¢ < 2, entonces
2_
% — 1> 0y por tanto lim,, . (n + 1)%71 [("—*1)"] +~' = 50. Por lo tanto, para todo ¢ < 2

n

se tiene w™ ¢ A, (1). O

En consecuencia, hemos probado que la propiedad A,(x) = A,_.(u) es falsa para medi-
das generales.
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Capitulo 3

Desigualdades con pesos para M ;LL

Sea 1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. En el Capitulo 1 definimos
los operadores maximales laterales,

*f(z) = su v
Vi@ = [ 1wl

() = sup -
V1@ = [ 1wty

donde consideramos los cocientes como 0 si el denominador es 0. Hemos probado que
estos operadores son de tipo débil (1,1), y de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1. En este
capitulo vamos a estudiar desigualdades con pesos para estos operadores, es decir, vamos
a estudiar las clases de pesos buenos para estos operadores.

Esta teoria de pesos fue desarrollada por Sawyer en 1986 para u la medida de Lebesgue
[32], posteriormente en 1990, por Martin-Reyes, Ortega y de la Torre para medidas ab-
solutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue [23]. Finalmente en 1991,
Andersen [1] caracterizé los pesos buenos para el operador M j , para medidas de Borel
generales. Para ello no es necesario suponer ninguna condicion de duplicacion sobre la
medida .

Al igual que en el capitulo anterior, estudiaremos tres cuestiones. En primer lugar, dado
1 < p < o0, caracterizaremos los pares de pesos (u,v) tales que los operadores M j y M,
son de tipo débil (p, p) con respecto al par de medidas (udpu, vdp). Veremos que para cada
operador se puede determinar una condicion, Af (i) y A, (1), para la que esto se cumple
si y sélo si (u,v) es un par de pesos que verifica esta condicién. El estudio de las clase
Al () y A, () es lo primero que se abordara en este capitulo.

En segundo lugar, dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u, v) tales que los
operadores My M son de tipo fuerte (p, p) con respecto al par de medidas (udpu, vdpu).
Veremos que para cada operador se puede determinar una condicién, denotada por Sz‘f (1)
y S, (1), respectivamente, para la que esto se cumple si y sélo si (u,v) es un par de pesos
que verifica esta condicién. Por ultimo estudiaremos el problema anterior para el caso de
dos pesos iguales, u = v, y veremos que en este caso es equivalente a que se verifique la
correspondiente condicion Af (1) o A, ().

Estos resultados sobre maximales laterales nos permitiran extender los resultados del
capitulo anterior, para n = 1, a medidas no necesariamente doblantes. El capitulo finaliza
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con un resultado de factorizacién de pesos AY¥(u) similar al estudiado en el capitulo
anterior.

+ —
1. Pares de pesos A (u) y A, (1)

Definicién 3.1. Sean u y v dos pesos en R.

= Sil < p < oo, decimos que (u,v) verifica la condicion A (y), o simplemente (u,v) €
Al (), si existe C' > 0 tal que

(u(al, ¢) /(a,m ulr)di (x)) (u(;, o) /[b ’C)’U(ﬂﬂ)l”'du(:fs))p_1 <C  (3.1)

para todos los nimeros a,b,c € R con a < b < c.

» Diremos que (u,v) verifica la condicién Af (i), o simplemente (u,v) € Af(u) si
existe C' > 0 tal que si a < b < ¢ se tiene

1
p(a, c)

/( ) u(z)dp(z) < Co(x) (3.2)

para casi todo x € [b, ¢)

» Sil < p < oo, decimos que (u,v) verifica la condicién A (1), o simplemente (u,v) €
A (1), si existe C' > 0 tal que

(u(i, c) /[b,c)u(x)d“ (I)) (u(;, 3 /(a’b}”(fﬂ)l""du(ft))p1 <C (33

para todos los nimeros a,b,c € R con a < b < c.

» Diremos que (u,v) verifica la condicién Aj (p), o simplemente (u,v) € Ay (u) si
existe C' > 0 tal que si a < b < ¢ se tiene

1
p(a,c)

/[b )u(x)d,u,(:v) < Co(x) (3.4)

para casi todo = € (a, b]

Observacion 3.2. En los productos de la definicién anterior entendemos 0 - oo = 0.

Observacion 3.3. Tomando limites en (3.1) y (3.3), las condiciones se verifican tomando
intervalos cerrados en a, o en ¢, o en ambos a la vez.

En primer lugar vamos a dar una caracterizacién equivalente de la condicion AF(1).

Proposicién 3.4. Sea 1 < p < oo, entonces (u,v) € Af(u) si y solo si eviste una
constante C' > 0 tal que

1 P C
— [ pdp) < ——— [ frodp, (3.5)
p(a,c) [b,c) uu(a; b] [byc)
para toda funcion no negativa f, y todos los nimeros a < b < ¢, donde en el cociente de
(3.5) siuy(a,b] =0 usaremos las siguientes convenciones: § = oo para a >0y 8 =0.
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Demostracion: Supongamos que (u,v) € Af(u). Podemos suponer u,(a,b] > 0, ya que en
otro caso la desigualdad es cierta. Si p = 1 entonces,

1 . e
p(a, c) /[b,c) Jelp ~ u(a,0) /[b’c)f(w)v(x)v(x) dp(z)

c p(a, c)
S . (a:)v(:v)uu . dp(x)
C

) f(@)o(z)dp(z).

- u#(a7 b] [b,c

Supongamos ahora p > 1, entonces podemos escribir,

1 1 N B
wa,c) /[b,c) = 1(a, c) /[b,c) f@v(@)ro(z)” > du(z),

y aplicando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados p y p’ obtenemos,

Observemos que % = p/ — 1, entonces aplicando que (u,v) verifica (3.1) obtenemos,

S TGP

uLL(a'? b] [b,c

Supongamos ahora que (u,v) verifica (3.5), para p > 1. Podemos suponer u,(a,b] > 0.
Sea € > 0, y consideremos f = (v + ¢)'?, entonces para cada ¢ > b tenemos,

< 1 LC)(’U(:E)Jrs)lpldu)pS ¢ | (0(z) + &) v(x)du

p(a, c)

Esto es equivalente a

(u(; c) /(a,b] “<””)d“(3’>> ( M(i 3 /[b ,@WE) +6>1‘p'du(9c))p_1 <C.

Tomando limite cuando € — 0% obtenemos (u,v) € Af (). Supongamos ahora p = 1. Sea
a = essinf ey v(z). Sea e > 0y tomemos E C [b,c) con u(£) > 0 tal que v(z) < e +a
para todo x € E. Si tomamos f = xg en (3.5), entonces obtenemos

u(E) c
(0 0) (@b

| v@inta)
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y esto es equivalente a
1

udp < Cla+e¢).
,u(aa C) /(a,b] s ( )

Tomando limite cuando € — 0" en la expresién anterior obtenemos que (u,v) € A} (u).
O

Andlogamente se prueba la caracterizacion de A (u).

Proposicién 3.5. Sea 1 < p < oo, entonces (u,v) € A (i) si y solo si eviste una
constante C' > 0 tal que

( L / fd)p< ¢ Frud (3.6)
1V IS vap, .

a, c) Jiay u[b,¢) Jiay

para toda funcion no negativa f, y todos a < b < c. Donde en el cociente de (3.6) si

u,(a,b] = 0 usaremos la siguiente convencidn, g=o0paraa>0y 8 =0.

Vamos a probar que las clases A¥ () también verifican la relacion de inclusién que verifican
las clases A,(p) (Teorema 2.8).

Proposicién 3.6. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Si
1 <p < q<oo entonces Al () C Af ().

Demostracién: Supongamos primero p = 1. Sea (u,v) € Al (), es decir, existe C' > 0 tal
que para todos a < b < c¢ se tiene

1
p(a,c)

para casi todo x € [b, ¢). Por tanto, para cada ¢ > 1 tenemos,

(/«L(;, c) /(a,b} U(x)dﬂ(x)> (@ /[I;,C)U<x)1_q/d/~6(x)>q_l 71
- (ﬁ /[b,c) <@ /(%b] U(y)du(y)) o U(m)lqldu(x)>
: (M(a, c) Lc) (Cv(z))TT U(x)l_q'd#(x)yl
::<u0f1)A;ﬂvhﬂjhﬂ“i”“du@ﬂ>¢*
i <“<Ci> /[b,c) d“(@) <c

Luego A (1) C Af(p). Supongamos ahora p > 1y sea (u,v) € A¥(u). Entonces para

/( ) u(z)du(z) < Co(z) (3.7)

—_

cada ¢ > p tenemos 1:5: > 1, y apliquemos la desigualdad de Holder con este exponente
. d
y medida u(a’fc),

1—

1 -, =2 (a-1)
(Madﬁwmw qumm)

IN

(/‘<;, 0) A,C)U(m)lq,du(:p))q_l
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Como consecuencia obtenemos,

(s [ u)iute) ) (2 [ v<x>1-q’du<w>)ql )
<(aara Ly rete) (o [, v )

para todos los nimeros a,b, c € R, luego (u,v) € AF (). O

El resultado es andlogo para la clase A (1).

Proposicion 3.7. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Si
1 <p<q<oo entonces A (1) C A7 (p).

Ahora vamos a probar otra caracterizacion equivalente de la condicién A;(u), que sera
de especial interés en la proxima seccion. Para ello necesitaremos dos lemas previos. Este
resultado y los lemas previos se deben a F.J. Martin-Reyes y A. de la Torre [21].

Lema 3.8. Sea i una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean a,b € R
tales que a < b. Entonces existe a € [a,b) tal que pla, o] > pla,b) > pla, @), y por tanto

pule, ) > Spufa, b).

Demostracion: Podemos suponer pfa,b) > 0, ya que en caso contrario cualquier « € [a, b)
nos vale. Definamos el conjunto

B={yeian): gulad) < o}

Tenemos E # () ya que lim,_,;, pla,y) = pla,b) > 0; ademds, E es acotado inferiormente.
Definamos pues « = inf E. Entonces existe una sucesién {c,} C E tal que ¢, | . Como
¢, € E para todo n, entonces tenemos

1
5:“/[0’7 b) S M[CL, Cn]

para todo n. Tomando limite en la expresién anterior obtenemos 1[a,b) < pla, o, luego
a € E. Sia = a, es claro que a cumple las condiciones requeridas. Supongamos « # a. Por
la definicién de a, existe {d,} con d,, ¢ E para todon,y d,, T a (d, < o necesariamente).
Como d,, ¢ E, tenemos

1
iu[a7 b) > :u[aa dn]

para todo n. Tomando limite obtenemos % pla,b) > pla, ). Por tanto, hemos probado que
pla, o] > Lpla,b) > pla, ). Como consecuencia, obtenemos

plob) = pla, ) — pa,a) > pfa,b) — Spfa,b) = Tula,b)
]

Lema 3.9. Sea i una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean a,b € R
tales que pla,b) > 0. Entonces existe una sucesion (que podria ser finita) {xy} estricta-
mente decreciente tal que
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v [a,b) = U, [Tkt1, k) salvo por un conjunto de medida cero.
 1la,3kaa] > Lula, ) para todo k.
o ultirn i) > ula,24) (0, equivalentemente, ula, zx41) < Lula, 21)) para todo k.

Demostracion: Sea xy = b. Supongamos que hemos elegido xg,...,z; con k > 0. Si
pla,xr) > 0, entonces aplicamos el Lema 3.8 al intervalo [a,zy) y tomamos x4 = «
(observemos que a < zj,). Entonces el lema nos asegura que se verifican

. M[a?karl] > %ILL[@, xk)

u u[xk-i-laxk) > %M[C%xk:)

Si pla, z) = 0, entonces el proceso finaliza, y en este caso es obvio que [a, b) = J, [k41, Zk)
salvo por un conjunto de medida cero. Si el proceso continua infinitamente, entonces como
los intervalos |11, ;) son disjuntos y u es finita en conjuntos acotados, tenemos

o0 o0

ZM[%H,M) =H (U[$k+1,$k)> < pla,b) < oo,
k—

1 k=1

y, por tanto, necesariamente limy_, ft[Tx11,2x) = 0. Y como consecuencia de la desigual-
dad plrgyr, zg) > %,u[a, x)) obtenemos limy_,, ptfa, zx) = 0. Ahora bien, como {z;} es
una sucesion estrictamente decreciente y acotada inferiormente, entonces es convergente,
sea a’ := limy_,o 71. Entonces tenemos,

n __ _ ¢ —

pla, ] = p (ﬂ[%m)) = lim pla, zz) = 0.
k=1

Esto termina la prueba, puesto que [a,b) = [a,a’'| U (U, [zk+1, k), ¥ pla, '] = 0. O

De ahora en adelante usaremos la misma notacion para intervalos que en la prueba del

Teorema 1.18: dados tres nimeros reales a < b < ¢, la notacién {a,b] y [b,c} denotard a
(a,b] o [a,b] y [b,¢c) o [b,c|, respectivamente. Y {a,c} denotard a la unién {a,b] U [b, c}.

Teorema 3.10 (Caracterizaciones de A (u), [24]). Sea pu una medida de Borel en R finita
sobre conjuntos acotados. Sea 1 < p < 0o y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € A (p).
2. Se verifica

sup (L /{a’b]u(x)d,u(a:)) (L U(a:)lp/du(x)>p_1<oo, (3.9)

(a,b,c)eT M{CL, b] :U’[ba C} [b,c}
donde T es el conjunto de las ternas de numeros reales a < b < c tales que
1 1
M{au C} > 07 :U’{a7 b] > §M{a7 C} Y :u[b7 C} > EHJ{CLJ C}-
3. FExiste una constante C' > 0 tal que
—1

A w¢m§ammmmmﬂmmuW , (3.9)

para todos los numeros x < a.
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4. Existe una constante C > 0 tal que

'—1

M (0" X)) (2) < C (Mfy, (4™ X)) (2)" (3.10)
para todos los numeros x < a.
Demostracion:

1. Supongamos (u,v) € A¥(u)y veamos que se verifica (3.8). Sea (a, b, c) € T, entonces
tenemos

(i /| " ) (i . (”l_p’d“(”“’)yl
<

(“{a c} Jap) u(x)du($)) (u{j, c} [b,c}v(x)l”'du(x))p_l
_zp( 1 u(a;)du(x)> < 1 v(ﬂs)l‘p’du(@«))p_l

,LL{CL,C} {a,b] M{aa C} [b,c}
<2PC.

2. Supongamos que (u,v) verifica (3.8). Si u[x,a) = 0, entonces trivialmente se verifica
(3.9). Supongamos u[x,a) > 0. Sea {x;} la sucesién dada por el Lema 3.9 aplicado
al intervalo [z, a). Entonces como (u,v) cumple (3.8) tenemos

/

p -1
/ V' dp <Cplwpsy, o) <i“ 7, Zic )
[Tk+1,7k) uu[xy xk—l—l]

/

p—1
1
=Cp[Try1, T1) 7/ u udy
U [T, Trya] Sz ]
— /71
<Cplwpsr, 2x) (Mutw(u lx[x,a))(x>)P

Como [z, a) = |U.[Tk+1, zx) salvo por un conjunto de medida nula, entonces sumando
en k obtenemos

—y _ -1
[ v o) (M 7 ) )
3. Trivialmente (3.9) y (3.10) son equivalentes, con la misma constante.

4. Supongamos (3.9). Sean a,b,c € R con a < b < ¢. Podemos suponer, sin perdida
de generalidad, que f[b 0 v' P dp > 0 (esto implica que b, ¢) > 0). Definimos Ay :=
ﬁ Joe) v " P'dp. Sea 0 < A < \g. Entonces para cada x € (a, b] se verifica

Ao = ! / v dp < ! / v P dp
pu(a,c) [b,c) plz, ) [z,c)

<O (M, (™ X)) (@) < O (M, (0™ X o) (@)
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Ahora bien, como M;du es de tipo débil (1, 1) tenemos

/ udjs §/ B udp
(a,b] {a:E]R:M:d#(ux(ayc))(a:)>(%)p }

p—1 p—1
< (%) /( )u_lud,u = (%) wula,c).

Asi hemos obtenido que

( ! / ud,u) At < ot
M(G,C) (a,b]

Tomando limite cuando A — \¢ concluimos

1 1 o\ .
— udy v P dpu < CP
:u(a7 C) (a,b] /L(G, C) [b,c)

luego hemos probado que (u,v) € Af (). O

Andlogamente se prueba el resultado para M, .

Teorema 3.11 (Caracterizaciones de A (u),[21]). Sea j1 una medida de Borel en R finita
sobre conjuntos acotados. Sea 1 < p < 0o y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € A; ().
2. Se verifica

@heer (u[b{ c} ey ”<x>d/‘(“')) ( M{; 3 /{ avb]U(l')lp/d/uL(x)>p_1 <o, (3.11)

donde T es el conjunto de las ternas de niumeros reales a < b < ¢ tales que

1 1
M{aa C} > 07 :u{a? b] > 5#{@, C} Y :u[ba C} = Eﬂ{aa C}'
3. Existe una constante C > 0 tal que si p(a,z] > 0 entonces

/( < O] (Mg 0 0 @) (3.12)

4. FEmiste una constante C' > 0 tal que

1y _ —1
My (0" X)) @) < € (Mo (0 Xo) ()" (3.13)
para todos a < x.

Por tltimo, vamos a dar una caracterizacién de la condicién Af (1) (v la andloga para

Ar ().

Teorema 3.12 (Caracterizaciones de Ay (u)). Sean p una medida en R finita sobre con-
Juntos compactos y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

66



1. (u,v) € Af ().

2. FExiste C' > 0 tal que
M u(z) < Co(x) (3.14)

para casi todo x € R.

Demostracién: Supongamos (u,v) € Af (u). Para cada b,c € R, con b < ¢, definimos

By, = {x € [b,¢) : v(x) < ess fuf v(y)} .

y€lb,c)

Por la definicién de infimo esencial sabemos que p(Ep.) = 0y que essinfycp v(y) < v(x)
siz € [bc) \ Epe Sea B = |, cqpee Bbe; cOmo Q es numerable entonces u(E) = 0.
En primer lugar veamos que u(xz) < Cwu(z) en casi todo punto, donde C' es la cons-
tante de la condicién Af (n). Sean L,(u) y L,(v) los conjuntos de Lebesgue de u y v,
respectivamente. Como (u,v) es un par de pesos, entonces u,v € L} (1), y por tanto
p(R\ (Ly(u)UL,(w))) =0. Sea z € L,(u) N L,(v), entonces para cada a < = < ¢ se

verifica

1 C
/ udp < Cess inf v(y) < / vdp.
/L(a, C) (a,7] y€[z,c) ,LL[ZL’, C) [z,c)

Tomando limite cuando ¢ — x, entonces obtenemos

1
p(a, ]

/ udp < Co(z),
(a,z]

y haciendo tender a — = obtenemos u(z) < Cv(x). Sea F'= EU L, (u) U L,(v), entonces
tenemos p(F) = 0. Vamos a probar que si z ¢ F entonces M u(x) < 2Cv(z), donde C
es la constante de la condicién AT (i). Sean z ¢ F' y a € R tal que a < x. Tomemos {b,}
y {cn} dos sucesiones en Q tales que b, < x < ¢,, b, T ¢y ¢, | z. Como (u,v) € Af (1),

entonces 1

p(a, cy)

Observemos que z € [by,, ¢,) y, como x ¢ F', entonces x ¢ E,
v(x), y por tanto

YE[bn,cn)

/ udp < Cess Inf  w(y).
(avbn]

. Luego, essinfycp,, ) v(y) <

n;Cn

ol
udp < Co(z).
p(a, cy) (a,bn] (@)

Tomando limite cuando n — oo en la expresién anterior obtenemos

1
p(a, ]

/ udp < Co(x).
(a,z)

Como z ¢ F, entonces z ¢ L, (u) U L,(v), luego

1 1 1
/ udp = / udp + / udy
:u(a7 .T] (a,z] /J(CL, CL‘] (a,z) :U’(a’v .CL’] {z}
p({z})

1
B "
<Cv(z) + Cv(z) = 2Cv(x).
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Por tanto, tomando supremo sobre todos los a < z tenemos M u(z) < 2Cv(z) para todo

Reciprocamente, supongamos que existe C' > 0 tal que M u(z) < Cv(z) para casi todo
r € R. Sean a < b < ¢. Si x € [b, ¢), entonces tenemos

0 Lo = e |
— udp < —— udyi.
ILL(CL, C) (a,b] H’(aa CL‘] (a,z]

1
p(a,c)
para casi todo = € [b, c). O

Por tanto,

/ udp < M u(r) < Cvu(z)
(a,b]

Teorema 3.13 (Caracterizaciones de A7 (u)). Sean p una medida en R finita sobre con-
Juntos compactos y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € Ay (p).

2. Existe C' > 0 tal que
MFu(z) < Co(z) (3.15)

para casi todo x € R.

2. Caracterizacién de los pares de pesos (u,v) para
los que M, es de tipo débil (p,p)

En esta seccién vamos a estudiar el primer problema que nos planteaAbamos en la intro-
duccién del capitulo, vamos a caracterizar los pares de pesos (u,v) tales que el operador
M es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udy, vdy), donde p es una medida
con la propiedad de duplicacién. Veremos que esto serd equivalente a que (u,v) € AF ().
Vamos a dar dos demostraciones de este resultado, la primera usando el Teorema 3.10,
que sera valida para 1 < p < oo. Y seguidamente adaptaremos a medidas de Borel la
prueba de Martin-Reyes [22].

Teorema 3.14 ([21]). Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.
Sean 1 < p < 00, y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € A (p).

2. Existe una constante C' tal que para toda f medible y todo x € R se tiene

=

M, f (@) < C (Mg, (1fIPvu))(2)) (3.16)

3. M es de tipo débil (p, p) con respecto a las medidas (udp, vdp), es decir, existe una
constante C' > 0 tal que para cada f € LP(vdp) se verifica,

¢ P
/{yGRZMIf(y)>)\} w(@)dp() < P /R |f (@) [Po(x)dp(x), (3.17)

para todo A > 0.
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Demostracion:

1. Supongamos (u,v) € Af(u). Sea {x;} la sucesion dada por el Lema 3.9 en el in-
tervalo [z,a) para la medida udp. Si la sucesion es finita y tiene N + 1 elementos,
definimos x, := x para todo k > N +2. Aplicando la condicién Af (i), en la versién
(3.8), y que [z,a) = Jy[®kt1, 2x) salvo por un conjunto de medida cero, tenemos

1 _ 1
/ Fldu =Z/ Fldp = Z/ flodo Fdu
[I’a) k [:EkJrlvmk) k [karl’zk)
1

1
P p’
s}j(/ |f|”vdu> (/ vl—p’du>
k [Tk+1,7k) [Tk+1.7k)

1/p
1
< CVr / Pud Trron ) -
- ;<“#([$k+27$k+1]> [xkﬂ,gck)'f’ M) p([Trra; 2r))

Ahora observemos que debido a las propiedades de la sucesion {z} tenemos,

U ([Tr2s Tha]) =y ([2, 2511]) = w ([2, 2042))

> Lot ([, 20)) — g (7, 7100))

1 1
—5Un ([Thy1, 70)) > 7 Un ([z, z)) -

Entonces,

1/p
1
fldu SCl/p / fIPodp 11 ([Thse, @
L D o iwsrn AL (ENERD)

4 1/p
SCl/p Z (m L,xk) |f|pUUIUdM) : ([$k+2’ xk))

k

<(4C)"? (M, (Lf1Pou ™)) S ([psa 7))

<2(4C)"7 (Mt (| fPou=")(2))? [z, a)).
Y por tanto, 1
M} f(z) < 240)7 (M, (| flPvu))(x))7 .

2. Supongamos 2 y veamos que M ; es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas

udp, vdp). Para ello, basta usar que M, es de tipo débil (1,1) con respecto a las
udp
medidas (udu, udp), y concluimos

u(a)du(x) < / u(z)du(x)

{yeR: M, (IfPou=1)()>(2)"}
cr » .
<5 [ 1@ Pu@)u(e) u()dp()
R

=% [P,

/{yeR:MIf(y)>/\}

69



3. Supongamos que M es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udpu, vdp), y
veamos que (u,v) € Af(u). Sean a,b,c € R con a <b < cy tal que f[b,c) V' P dp >
0. Entonces si le aplicamos la desigualdad de tipo débil (p,p) a la funcién fy =
min{v' " yp0, N}, N € N, tenemos

C
/ wdp < S [ | pupudp (3.18)
{z€R: M} fn (z)>\} N Jibe)

para todo A > 0. Observemos que si x € (a, b] entonces tenemos,

1
Sndp <

— INXpodp < MF(fn)(z).
u(a,c) [bye) ,LL[LU,C) [z,c) b ﬂ( )()

Sea Ay = @f[b o Jndp, entonces tomando 0 < A < Ag en (3.18) tenemos la
inclusion (a,b] C {z € R: M fx(z) > A}, y por tanto,

C
/ udp g/ udp < — | fn|Podps.
(a,b] {z€R:M,F far(z)>A} AP [b,c)

Tomando limite cuando A — )y en la expresion anterior y reordenando llegamos a

1 1 P
(s o) (i [ ) < [
p(a,c) (a,b] w(a, c) [b,c) [bye)

Como fx T vlfplx[b@, tomando limite en la ultima desigualdad obtenemos que

(u,v) € AF(p). O
Para la segunda prueba necesitaremos un lema similar al Lema 3.8.

Lema 3.15. Sea pu una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
a,b € R tales que a < b. Entonces existe o € (a,b) tal que pla,b} > Lpu(a,b} > p(a, b}, y
por tanto p(a, o] > u(a,b}.

Demostracion: Podemos suponer p(a,b} > 0, ya que en caso contrario no hay nada que
probar. Definamos el conjunto

E= {y € (a,b) : %u(a,b} < u[%b}} -

Tenemos E # ) ya que p(a,b} > 0. Ademds E es acotado superiormente. Definamos
entonces a = sup E. Entonces existe una sucesién {c,} C F tal que ¢, T «. Como ¢, € E
para todo n, entonces tenemos

1
5:“(0'7 b} < :u[cna b}
para todo n. Tomando limite en la expresién anterior obtenemos gsu(a,b} < pula,b}.

Supongamos que « # b. Por la definicién de a, existe {d,} C (a,b) cond, ¢ E y d, | a.
Como d, ¢ F'y d, € (a,b) para todo n, tenemos

1
Hla,b} > pldy, b}
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para todo n. Tomando limite obtenemos %,u(a, b} > u(a,b}. Por tanto hemos probado,
pla, b} > Sp(a, by > p(e, b}. Como consecuencia obtenemos,

p(a,a] = (o, by — (o, b} > (a0} — Lpu(a, b} = sp(a ).

Si a = b, el intervalo (a, b} es necesariamente (a,b]. En este caso, la desigualdad

1
N’(a’a b} = 5#(@, b]
es trivialmente cierta porque a = b. 0

Y de la misma forma que obtuvimos el Lema 3.9 a partir del Lema 3.8, como consecuencia
de este lema obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.16. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
a,b € R tales que ula,b} > 0. Entonces eziste una sucesion (que podria ser finita) {xy}
estrictamente creciente tal que

v (a,b} = Uy (@K, 2k11] salvo por un conjunto de medida cero.
» plzi1, b} > Sp(wg, b} para todo k.
(e Tinn] > Sl b} para todo k.

Demostracion: Sea ry = a. Supongamos que hemos elegido xy,...,xx con k > 0. Si
p(xy, b} > 0, entonces aplicamos el Lema 3.16 al intervalo (zy, b} y tomamos zj,1 := .
Entonces el lema nos asegura que se verifican

=z, b} > gulay, b}
w (T, xps] > Sp(ag, b}

Si p(zg, b} = 0, entonces el proceso finaliza, y en este caso es obvio que (a, b} = U, (Tk, Tr+1
salvo por un conjunto de medida cero. Si el proceso continua infinitamente, entonces como
los intervalos (2, xx41] son disjuntos y u es finita en conjuntos acotados, tenemos

o0 o0

Z#(xk7mk+l] =p (U(xka xk—i—l]) < u(a, b} < 00,
k=

1 k=1

y, por tanto, necesariamente limy_, p4(Zg, x+1] = 0. Y como consecuencia de la desigual-
dad p(xg, rreq] > %u(mk,b} obtenemos limy_, p(zg, b} = 0. Ahora bien, como {x;} es
una sucesion estrictamente creciente y acotada superiormente, entonces es convergente,
sea b’ := limy_,o 71. Entonces tenemos,

plt', b} = (ﬂ(mk, b}) = kh_}rgo p(zg, b} = 0.
Como (a,b} = (Uy(@k, Trsa]) UV, b}, y pu[b/, b} = 0, hemos terminado. O

Teorema 3.17. Sea 1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
1 <p<oo,y(u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:
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1. (u,v) € Af(p).

2. M es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udp,vdp), es decir, existe
C' > 0 tal que para toda f € LP(vdu) se verifica

C
/ udp < —/ | f[Pvdp,
{z€R:M; f(z)>A} N Jr

para todo A > 0.

Demostracion: Supongamos (u,v) € AF(u). Sea f > 0 acotada y de soporte compacto.
Sean A > 0y N € Z. Consideremos E)y = {z > N : M f(z) > A}. Como vimos en
la demostracién del Teorema 1.18 podemos descomponer Ey y = |J, (an, b, }, donde cada
intervalo es de longitud acotada y para cada (a,b} componente de E) y se verifica

fdp > Afa, b} > 0,
[z,b}

para todo = € (a,b}. Veamos que en la propiedad anterior podemos tomar intervalos de
la forma (z,b}. Sea = € (a,b), entonces existe {c,} C (a,b} tal que ¢, | x, y como cada
¢y € (a,b} tenemos

fdp > Milea, b}
[en b}

Tomando limite cuando n — oo en la expresion anterior obtenemos

fdp > Az, b} > 0.
(2,0}

Luego,

fdu > Ap(z,b} > 0. (3.19)
(z,b}
para todo = € (a,b). Apliquemos el Lema 3.16 al intervalo (a,b} con la medida fdpu,
obtenemos entonces una sucesion {z;} estrictamente creciente tal que

1. (a,b} = U, (zk, Tk41] salvo por un conjunto de fdp-medida cero. Observemos que
como [ > 0, entonces las medidas fdu y p son equivalentes.

1
2. / fdu > —/ fdu para todo k.
e 2 Jwrny

1
3. / fdu > —/ fdu para todo k.
(@hwrs1] 2 J (@i b}

Aplicando (3.19) con = = z;_; y usando las propiedades de la sucesion {z;} tenemos,

1 2
AS——+ fdp < ———x fdu
(1(2r-1,6} Sy 1 ) (@r-1,b} Sy )

< 4
- /L(xk—h b} [@k, k41

fdu.
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Para p = 1, multiplicando la expresién anterior por f(xkil 2] udy y aplicando la condicion
Af (1) tenemos,

4
udp <———— / fdu / udp
\/(':Ekl,xk} )\/L(Zl'k 1, b} ( [k Tht1] (Th—1,7K]
4/ 1
) wdp ) dp(x)
)\ [mk,aszrl] N(xk—l’ b} (xk,l,xk]

4/ 1
<2 f) | s / udp | dpa(x)
)\ [mk:karl] (N('xk—l’ xk+1] (ijfl,xk]

<3| @)

Ty Tht1]

Para p > 1, aplicamos la desigualdad de Holder,

4p Y 4p 11 '
Nl / fdu| = ——=- / forvrdu
/’L(xk*]J b}p ( [Ek,mk+1] lu'(xk*17 b}p [Ctk,mk+1]
4 !
P 1—p
S:U/(l’k—l b}» </[ d Ud,u> (/ ! d,u) .
) Tk, Thy1] [Tk sTh41]

Multiplicando por f(z udu y aplicando la condicién A+( ) obtenemos,

p—1
4p /
udpy <—— / udp / v P dp / fPudp
/(xk_l,a:k] )‘pu(xk—la b}p ( (Tr—1,7k] [k, xrt1] @k, TE41]
p—1
47 1 L
L——— udp v Pdu fPudp
>\p ,U(mk—h ':Ek?+1]p (xk,l,a:k] [xk,mk+1} [zk,xk+1]

il P
< v fPudp.

[Th,Trt1]

Luego, para todo p > 1 hemos probado la desigualdad

AP
/ udp < —C fPudp.
CI AP

[Th,Th 1]

Sumando en k obtenemos,

/ udp = Z/ udp < Z Y / fPudp
U (@k—1,7%] (Th—1,k] [z Th+1]
41”C
(Z Xle, xk+1]> frodp

4C’

- >\P (QXUk(mk;,ﬂfk+1]) fp/Ud/_L
4r2C
S )\P / fp”Ud,LL,
(a,b}
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y usando que (a,b} = ;> (zx—1, zx] salvo por un conjunto de p-medida cero, entonces

4P2C
/ udp < > / fPudp. (3.20)
(a.b} AP J(ay

Puesto que la desigualdad anterior es vélida para cada intervalo componente (a,b} =
(Gn, by}, obtenemos

4rP2C
udp =y / udp < > / frodu
/EVVA,N n (an,bn} )\p n (an,bn}

P20 120
_ / frodu < £2¢ / fPodp,
Exn AP R

AP

Haciendo tender N — —oo se concluye la prueba para f > 0.

Sea f > 0 acotada con soporte compacto, entonces para cada e > 0 podemos aplicar el caso
anterior a f +¢. Sea N € Zy consideremos {x > N : M (f +¢)(z) > A} = U, (an,bn}, ¥y
observemos que como f es acotada con soporte compacto, entonces los intervalos (a,, b, }
son acotados. Como f + & > 0, entonces para cada n tenemos la desigualdad (3.20),

4r2C
[ w5 [ (eepeda
(an»bn} )\ (anybn}

Vamos a aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada a la integral de la derecha,
para ello, observemos que para todo 0 < € < 1 se tiene

(f + )X (anbny <(f + D X(anbay < (2max{f, 1})” X(an.bn}
=22 maAx{ f?, 1} X(anbnt < 2P X (an b} + 25X (@nbn}

y las dos funciones de la derecha son integrables, ya que f? sigue siendo acotada y de
soporte compacto, y la segunda funcién verifica,

/ 2PX (an by VA = 2Pv,(an, by} < 00,
R

ya que v es localmente integrable. Entonces aplicando el Teorema de la Convergencia

Dominada, obtenemos
4P2C

wdp < / frodp,
/(an,bn} AP S an b}

y sumando en n obtenemos

472
udp < C/fpvdu.
R

/{z>N:M:(f+€)(-T)>>\} AP

Ahora observemos que como M lj f<M If (f + €), entonces para cada A > 0 tenemos la
inclusién
{r>N:M;f(x) >} C{z>N: M (f+e)(x) > A},

para cada € > 0. Y por tanto, hemos probado

4P2C
/ udp < / fPodp,
{&>N:M;F f(z)>\} N R
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para todo A > 0. Haciendo tender N — —oo se obtiene la desigualdad de tipo débil (p, p)
con respecto a las medidas (udp, vdu).

Por 1ltimo veamos el reciproco. En la prueba del Teorema 3.14 probamos para p > 1 que
M es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udpu, vdpu), entonces (u,v) € A¥(u).
Veamos el caso p = 1. Sean a,b,c € Rcona < b < cy f >0 tal que f[b,c) fdu > 0,

entonces si le aplicamos la desigualdad de tipo débil (1,1) a la funcién fxp,.) tenemos,

C
/ udp < — fodp (3.21)
(2€RMj (fX[p.0)) (@)>A} A Jibe

para todo A > 0. Observemos que si x € (a,b] entonces se verifica

1
du < du < M™T .
ula;c) /[b,c)f SRTENS Ixpadys < My (fxpo)le)

Sea \g = #(;c) f[b’c) fdp. Tomando 0 < A < Ag en (3.21) tenemos la inclusién (a,b] C {z €

R: Mj(fx[b,c))(x) > A} y, por tanto,

C
uy(a,b] = / udp S/ udp < 3 fudp.
(a,b] {z€R: M} (fX[b,0))(2) >N} [bs)

Haciendo tender A — \g y reordenando en la expresion anterior llegamos a

1 / C
fdp < fodp,
M(a7 C) [X9) u#(aa b] [b,c)

y esto es (3.5) para p = 1, luego (u,v) € A (). O

3. Caracterizacién de los pares de pesos (u,v) para
los que M, es de tipo fuerte (p,p)

En esta seccién vamos a estudiar los pares de pesos (u,v) para los que M j es de tipo
fuerte (p, p) con respecto a las medidas (udp, vdp). Seguiremos la prueba de Andersen [1].

Teorema 3.18. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < 00 y (u,v) un par de pesos en R. Sea 0 = v'™7" donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:

1. Existe C > 0 tal que

/[ ) | M, (0X o) (@)["u(@)dp(x) < C - o(z)dp(z) < oo (Sy (1)
para todos los numeros a,b € R con a < b tales que f(_oo . udp > 0.
2. Existe C' > 0 tal que
/|Mjf($)IPU(fL“)du(w) < C/ |f (@)[Pv(z)dp(z), (3.22)
R R

para toda f € LP(vdpu).
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Definicién 3.19. Sean p una medida de Borel en R, y 1 < p < co. Diremos que un par
de pesos (u,v) verifica la condicién S (u), o simplemente, (u,v) € SF(u) si se verifica

(Sy (1))-

Demostracion: Supongamos que M, I verifica (3.22). Entonces M j cumple la desigualdad
de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udp,vdp), y aplicando el Teorema 3.14
tenemos (u,v) € Af(u). Por tanto tenemos f[a p Odp < 0o para todos a < b tal que

f(_oo o tdp > 0. Ahora basta tomar f = ox[q.) en (3.22) para obtener que (u, v) € Sy (1),

/[ IV XG0 @) Pl () < / M (X)) Pu(z)ds(z)
<C o(x)|Pv(x)du(xz
< /[a’b)|<>| (2)du(x)

:C [ ) U(x)(lfpl)pﬁ’ld/l/(x)
a,b

=C v(z) P du(x

/W))m ()

=C olx)du(x).
/[a’b) (2)dp(z)

Reciprocamente, supongamos (u,v) € Sy (u). Sea e > 0, y definamos el intervalo I. de la
siguiente manera: si f(fow] udp > 0 para todo x € R, entonces I. = R; sea xy = sup{x €
R: f(_oo’x] udp = 0}, si f(_oo’xo] udp = 0, entonces I. = [xg + £,00) y si f(_oo’xo] udp > 0,
entonces I. = [zg, 00). Observemos que el intervalo I. tiene la siguiente propiedad: si a < b
con a € I, entonces la condiciéon S () implica

/[ M )@l u@)dntz) < © | ote)duta) < . (3.23)

[a,b)

Sea f € LP(vdp) una funcién no negativa, acotada y de soporte compacto. Sea N € Z,
definimos €, = {z > N : M} f(x) > 2*} para k € Z. Observemos que €41 C € para

todo k € Z. Como hemos hecho en pruebas anteriores, podemos descomponer Q5 = i1 Jk
k

J} son acotados y satisfacen

donde los intervalos I¥ = (a%,b
/[ " fdp > 2Fplz, bh} >0, (3.24)

para todo x € I]’-“. Sean Ej = Qp \ Qgi1, Ejk = I]’l-C \ Qgar y Ff = Ejk N I.. Aplicando la
desigualdad de Holder en (3.24) tenemos

1 a1
7

/ v P du ,
[ac,b;?}

0< 2ku[a:,b§} < / fvévﬁdu < / fPudp
2,0k} )

y esta expresién junto con (3.23) implican

0< / odp < 0o,
b5}
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para todo z € F f . Entonces podemos estimar,

/ | M} fPudp = Z/ | M} fPudp < Z/ (25 YPudy
(N,00)NI¢

kez kez Y Bxnle

=2P Z 2kp/ udp = 2° Z/ 25 d

k
k.j EinI;

<2PZ/ ( 50T S fdu) dp(x)
. g Uu[x,bf g )
>y [ ( B xbk}fd”> <u[:c,b§}> R

—_9p —1\p
2 /XT(fa Pdw,

donde X =7 x Z x R, y la medida w viene dada por

ol ) = (%) ot (2)ule)d(z),

y T es el operador definido para cada funcién g medible y no negativa como sigue

1
[ } xbk

Observemos que el operador T es acotado de L (odu) en L>®(dw), ya que si g € L*(odpu),
entonces

Ty(j bk x) = 9(w)o(y)duly).

1
Ou [.23, b;c} (2,5}

1
< ||g||L°°(adu) W . U(y)d#(y) = ||g||L°°(adu) ’
]

1

Ou [l‘, bf} [,b%}

9(y)o(y)du(y)| < l9(y)lo(y)du(y)

para todo = € FJ, luego 179l 1o (awy < 19/l po(pay)- Si probamos que T' es acotado de
L*(odp) en LY*°(dw) habremos terminado, ya que mediante una interpolacién obtendre-
mos que 7' es acotado de LP(odu) en LP(dw), y entonces

[ e < [ T
(N,00)N I b
§2PC/|f0_1|padu—2pC/|f|pvd,u.
R R

Haciendo tender € — 0 en primer lugar, y luego N — —oo obtenemos (3.22). Por tanto,
tenemos que probar que existe C' > 0 tal que para toda g € L'(odu) se tiene

C
/ dw < —/gadu,
(Gok.2) EXHTg(j ) > A} A Jr

para todo A > 0.
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Sean A¥ = FFn{z € R: |Tg(j, k,x)| > A} para para cada j, k € Z. Tenemos entonces la
81gu1ente cadena de inclusiones

k k k k
AjCFj CEjCIj.

Para cada k la familia {I Jk}] es disjunta dos a dos, y como E]k clI J’?, entonces la familia
{Er}; también es disjunta dos a dos. Veamos que la familia {E}}; es disjunta dos a dos,
y por tanto habremos probado que {Af}]k también es disjunta dos a dos. Sear > 1y

veamos que EJ"“ y EJ’?L’" son disjuntos. Supongamos que existe x € E]’g N E;.“,”.
» Como z € Ef, entonces x € IF y © ¢ Qyyq.
= Como z € Ei™", entonces € I y 2 ¢ Qg
Esto es incompatible, ya que como r > 1 entonces
z € I C Yy C Dy

Luego esto es una contradiccion, y necesariamente tenemos EkﬂEk” = (). Hemos probado

que la familia {E};; es disjunta dos a dos, y por tanto {A Yk tamblen es disjunta dos
a dos. Para cada 7, k € Z definimos d’“C inf Ak y denotaremos

J7 77

JF = :
(dF, ok} sidh ¢ A

J

{Wﬁk si df € A®

Denotemos £ = {J]’f }k- Veamos que dados dos intervalos de la familia £ o son disjuntos
o uno esta contenido en el otro. Observemos que {Jf}j es disjunta para cada k, ya que
{I Jk }; es una familia disjunta. Sean JJ”-C y J}, por el comentario anterior, podemos suponer
k#1.Si 1']’-C NI} =0, entonces J]'f“' y J} también son disjuntos. Supongamos []'-C C I}, como
E’? N E! = (), entonces necesariamente F; ¥ N F} = . Tenemos entonces dos posibilidades:

» Si existen puntos de A! menores que a , entonces d}, < a y por tanto Jk c J!.

» Si todos los puntos de A} son mayores que b"? , entonces d, > b? y por tanto Jj’? y J}
son disjuntos.

Esta propiedad nos va a permitir extraer de £ un subrrecubrimiento disjunto. Tomemos
Ji € L verificando |J;| > ssup{|J|: J € L}. Entonces definimos J; = |J{J € L : Jy C J}
y L1 = L\ Ji. Supongamos ahora que hemos seleccionado Ji, ..., J,, y definimos L, =
L\ (U, J;). Entonces seleccionamos, si es posible, Jnr1 € Ly con |Joi| > s sup{|J| :
J € L,}, y definimos J,11 = | J{J € L, : Jut1 € J}. Este procedimiento produce una
sucesion {J,}, que podria ser finita, de intervalos disjuntos dos a dos y tal que £ = J,, /5.
Observemos que cada J]'-“ estd contenido en un tnico J,,. Como cada J,, es un intervalo de
longitud finita con el extremo izquierdo en I, entonces tenemos

/ |M; (0x,)Pudp < C/ odj. (3.25)
Jn n

Observemos también que por la definicion de los Ak six € Ak entonces
/ godp > Aoy, [z, bf},
b5}
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y haciendo tender z | dg‘? obtenemos
/Jk godp > AU#(Jf).

Ademas, como cada J, se puede expresar como uniéon de una sucesion creciente de J]'-"
tenemos,

/ godp > Ao, (Jy). (3.26)

n

Entonces,

dw = odp | u(x)du(x
/{(JkI)EX |Tg(j,k,x)|>\} Z/ < gj b } 2,4} ’u) ( ) H’( )
_Z Z /Alc ( ZL‘ } [ bk} OXJ"dpJ> U(l’)d,u(x)

k):JFCJn}

<Z 3 /|M:(UXJn)($)|pU($)d/~L($)

n {(j,k) J’“CJ}

:Z/ |M+(UXJn)($)|pU($)du(x)

UGt cany 45

S| M (0,) @) (o) (o),
Usando (3.25) v (3.26), podem(:s concluir
to <Y / M, (0x5,) () P da ()
<y / o) Z / (x)

C[ o ()du<><;/g<><>du<>

U, Jn R

/{(J kx)eX:[Tg(jk,x)|>A}

O
Como consecuencia inmediata del resultado que acabamos de probar obtenemos la si-
guiente implicacion.

Corolario 3.20. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, y
(u,v) un par de pesos en R. Si (u,v) € S} (), entonces (u,v) € Af(u).

Demostracion: Si (u,v) € S, (i), entonces por el teorema anterior tenemos que M es
acotado de LP(vdp) en LP(udy). Esto implica que M es de tipo débil (p, p) con respecto al
par de medidas (udpu, vdp), y por tanto el Teorema 3.14 nos asegura que (u,v) € AF (). O

Los resultados son andlogos para M, .

Teorema 3.21. Sean pu una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < 00 y (u,v) un par de pesos en R. Sea 0 = v'™7" donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:
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1. Existe C > 0 tal que
/( M s Pute)int) < © /( ole)iu) < oo (S+()

para todos a,b € R con a < b tales que f[b 00) udp > 0.

2. FExiste C' > 0 tal que

A|M;f($)IPU($)du(x) < C/R | (@) [Po(z)dp(z), (3.27)

para toda f € LP(vdu).

Definicién 3.22. Sean p una medida de Borel en R, y 1 < p < co. Diremos que un par
de pesos (u,v) verifica la condicién S(u), o simplemente, (u,v) € S, () si se verifica

(S (1)-

Corolario 3.23. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, y
(u,v) un par de pesos en R. Si (u,v) € S, (1), entonces (u,v) € AJ(u).

4. Acotacién de M /j con pesos iguales

En esta seccion vamos a desarrollar la teoria de pesos A;j(,u) para pesos iguales, es decir,
para (w,w) € A¥(u). Al igual que en el capitulo anterior, escribiremos w € A (u) para
referirnos a (w,w) € A;(p). En primer lugar probemos algunas propiedades de las clases
Al (u) para pesos iguales.

Proposicién 3.24. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Si
w es un peso creciente, entonces w € A;(u) para todo 1 < p < 0.

Demostracion: Supongamos en primer lugar p = 1. Sean a,b,c € R con a < b < ¢,
entonces

1
p(a,c)

1
p(a,c)

[ wint) <~ [ wduty) = wit a8 ) < wia),
(a,b] (a,b]

u(a,c) B

para todo = € [b,c), ya que w es creciente. Hemos probado entonces w € A (u). En vista
de la Proposicién 3.6 tenemos que w € Af (1) C Af(u) para todo p > 1. O

Analogamente se probaria el siguiente resultado.

Proposicion 3.25. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Si
w es un peso decreciente, entonces w € A; (1) para todo 1 < p < 0.

Observacion 3.26. Las proposiciones anteriores nos permiten observar que las clases A; ()
y A, (p) son, en general, més grandes que A,(u), ya que por ejemplo, cualquier peso
creciente pertenece a A (1), pero esto no es cierto con A;(u). De hecho, existen pesos
crecientes que no estdan en ninguna clase A, (), es decir, no estdn en A, (p). Si tomamos
w(z) = e* y p la medida de Lebesgue en R, entonces w es creciente y la medida w(z)dx
no es doblante, luego w ¢ A..

Ahora vamos a dar un resultado andlogo al Teorema 2.16.
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Proposicion 3.27. Sea i una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sea
1 < p < oo, wun peso en R y denotemos o = w7 Se tiene que w € Af(p) siy solo si

o€ A (n).

Demostracion: Supongamos que w € Af(u). Sean a < b < ¢, entonces tenemos

1 1 Pl
n(a,c) [b,c) p(a,c) (a,b]
1 - 1 Pl
= w Pdu wdp <,
p(a,c) [b,c) u(a,c) (a,b]

ya que w € AJ(p). Luego o € A, ;(p). La otra implicacién se prueba de forma andloga.

O

De forma similar se obtiene el resultado dual.

Proposiciéon 3.28. Sea i una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sea

1 <p<oo,w un peso en R y denotemos o = w' 7. Se tiene que w € Ag(u) sty solo si
o Al (u).

Ahora vamos a estudiar en qué clase esta el peso w(z) = w(—z) para un peso w € Af ().

Proposicion 3.29. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Si
definimos i como [(E) = p(—E) y w(r) = w(—x). Entonces w € Af (i) si y solo si
w e A ().

Demostracion: Sean a,b,c € R tales que a < b < c¢. La equivalencia es consecuencia de la
siguiente igualdad:

<M (;’ o) /<a7b]w($)du(x)) (u(;, c) /[b,c)w(a:)l‘p'du(ar))p_l s
— (@ /[*b,a) @(I)dﬁ(x)) (@ /(C,b] @(x)l—l?’dﬁ(z)>

- (s L, 7o) (s [ oy ait))
L]

En el siguiente resultado vamos a ver que para pesos iguales, la acotacion de M/f en
LP(wdp) es equivalente a w € A (u).

Teorema 3.30 ([21]). Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.
Sean 1 < p < 0o y w un peso en R. Denotemos o = w' ™, donde p' es el exponente
conjugado de p. Son equivalentes:

1. we Af(u).
2. Existe una constante C' tal que para toda funcion medible f se tiene
_1np-1 p'-1
M f(2) < C [ My, (Mogu(fo ™) 0 ) (@] (3.28)
para todo x € R tal que f(_oo . wdp > 0.
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3. M: es acotado en LP(wdp), es decir, existe una constante C' > 0 tal que

/R M (@) P(e)du(x) < C / (@) Pu(@)du(z),

para toda f € LP(wdp).
Demostracion:

1. Supongamos w € Af (i) y sea x € R tal que f(_ow] wdp > 0. Sea [x,a) un intervalo
tal que plx,a) > 0. Veamos que 0 < o,[z,a) < oco. Supongamos o,[z,a) = 0,
entonces w = oo en casi todo punto de [z,a). Esto no es posible, ya que como
plz,a) > 0, entonces se tendria w = 0 en un conjunto de medida positiva, lo que
contradice que w sea un peso. Supongamos o,[z,a) = 0o, entonces aplicando la
condicién A () obtenemos que w = 0 en casi todo punto de (—oo,z], lo cual es
imposible por hipétesis. Entonces usando la caracterizacién (3.9) de la condicién
Al (u) tenemos,

1 C ) o
o o 0= (e [, ) (0 (700 )

/

<C ( i ((Mgdu(fcr_l))p_l w_lx[x,a)> (m))p - :

Por tanto obtenemos,
_ p'—1
Myt f() < C (M, (Mogu(f ™))" 0™) (@)

2. Supongamos que se verifica (3.28) y veamos que M,/ es acotado en LP(wdpu). Para
cada € > 0, sea I el intervalo definido al comienzo de la prueba del Teorema 3.22.
Entonces para cada x € I, se verifica f(_oo . wdp > 0, y por tanto podemos aplicar

la desigualdad (3.28). Sea f € LP(wdp). Ahora apliquemos que M,

wdy €S acotado en
LP (wdp) y Mg, es acotado en LP(odpu),

/

p

w(a)dp(z)

[ 1z s rutnte) <cv [ [, (Otuatso™) o) )
/ ML, (Mo Fo™)"™ 0™ ) (@) ’

w(a)du(x)
= / My (fo V) (@ ()

Y w(w)dp(x)

=07, [ |tan(f ) @) o(wduo)
R
SCpClC'2/ | f(x)o(z) " o(x)dp(z)
~0CiCa [ 1) wla)dula),
Haciendo tender e — 07 obtenemos la desigualdad
[ @pe@n) < © [ 1P,
R R
Luego M, es acotado en LP(wdy).
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3. Supongamos que M’ es acotado en LP(wdp), entonces es de tipo débil (p,p) con
respecto a las medidas (wdp, wdp), y el Teorema 3.14 nos asegura que esto implica

w e Af (1) O

La prueba anterior de que w € Af(x) implica que M’ es acotado en LP(wdy), es una
demostracién que evita el uso de Af(u) = A7 (). Esto es necesario, ya que aunque
para la medida de Lebesgue esto es cierto [32], en [12] se prueba que existen medidas p
para las que no se da Af(u) = A} .(p). En la siguiente seccién probaremos este hecho
como consecuencia de la relacién de las clases Af (1) y A (1) con la clase A,(u), y de la
falsedad de esta propiedad para las clases A,(u).

Podemos agrupar el resultado anterior con el Teorema 3.14 y obtenemos que, si 1 < p < 00
el tipo débil (p,p) de M con respecto a las medidas (wdp,wdy) es equivalente a la
acotacién de M en LP(wdp).

Teorema 3.31. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
1 <p<ooyw un peso en R. Son equivalentes:

1. we Af(p).

2. M es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (wdu,wdp), es decir, existe
una constante C' > 0 tal que para cada f € LP(wdpu) se verifica,

C p
LALERﬂw;f@D>A}1“<$>dM<x>ré ;;lALIf(x)Iiv(x)du(w), (3.29)

para todo A > 0.

8. M es acotado en LP(wdyu), es decir, existe una constante C > 0 tal que

4Mﬁﬂ@WMMM@SCAV®WM@W®%

para toda f € LP(wdpu).

Como corolario inmediato obtenemos que para pesos iguales las condiciones A;L(,u) y
S () son equivalentes, es decir, el reciproco del Corolario 3.20 es cierto.

Proposicion 3.32. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados y
1 <p < oo. Setiene que w € Af (1) siy solo si (w,w) € S ().

Andlogamente se probarfan los resultados para M, .

Teorema 3.33. Sea 1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
1 <p<ooyw un peso en R. Denotemos o = w', donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:

1. (w,w) € S, (1)
2. we A (1)

83



5.

. M es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (wdu,wdp), es decir, existe

n
una constante C' > 0 tal que para cada f € LP(wdpu) se verifica,

C p
/{yeR:M,;f(y)»}w(x)du(x) = P /R |f (@) Pw(z)dp(z), (3.30)

para todo A > 0.

. Eziste una constante C' tal que para toda funcion medible f y todo x € R se tiene

p'—1

M f(@) < C [Myy, (Moo ) ) @] (33D

. M es acotado en LP(wdp), es decir, existe una constante C > 0 tal que

AIMﬂf(x)lpw(w)du(x) SCAIf(x)!pw(x)du($),

para toda f € LP(wdu).

Desigualdades con pesos para M, para medidas no
doblantes en R

En esta seccion vamos a usar las caracterizaciones anteriores, para probar las correspon-
dientes desigualdades con pesos para M, sin suponer sobre p la propiedad de duplicacion.
Para ello vamos a usar la siguiente desigualdad:

M,f < M} f+ M. (3.32)

En primer lugar estudiemos la relacién de las clases A7 (1) y A, (1) con A,(p).

Teorema 3.34. Sea i una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Entonces
Ap(p) = Af () N A, (1) para todo 1 < p < oo.

Demostracion: Supongamos que (u,v) € A,(p). Sip > 1, entonces para cada a < b < ¢
tenemos,

N(;, c) /(a,b] u<x)dﬂ(x)> <u(;, 0) /[b’c)fu(:lC)l—P’alu(gg))]F1
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Luego, (u,v) € A} (n) N A, (). Sip =1, entonces para cada a < b < ¢ tenemos,

1
p(a,c)

1
p(a,c)

w(x)du(z) < w(x)du(z) < Co(z
/(a’b](>u()_ /(a’c)()MU_ ()

en casi todo z € (a,c), luego (u,v) € Af(u) N A7 (n). Reciprocamente, supongamos
(u,v) € Af(p) N A, (). Entonces aplicando el Teorema 3.17 tenemos que M,;" y M son
de tipo débil (p, p) con respecto a las medidas (udp, vdp). Entonces usando la desigualdad
(3.32) tenemos,

{xeR:Muf(a:)>>\}C{xeR:M;f(:v)>%}U{xeR:Mu‘f(x)>%}.

Por tanto,

/ udp §/ udp +/ udp
{z€R:M,, f(z)>\} {zer:M] f(2)>3} {zer:My f(2)>3}
<Cy [ UfPodu+ Ca [ 17Pvdu= (€1 +Co) [ |fPodn
R R R

para todo A > 0. Luego M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udy, vdpu),
y por tanto en el Teorema 2.9 probamos, sin usar la propiedad de duplicacion de p, que
(u,v) € Ay(p). O

De hecho, en la prueba anterior hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.35. Sea p1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
1 <p<oo,y(u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € Ay(p).

2. M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udp,vdp), es decir, existe una
constante C' > 0,

C p
/{yER:MHf(yM} uz)dpu(z) < 37 / |F(@)Pu(z)dp(z), (3.33)

para toda f € LP(vdu), y todo A > 0.

Ahora vamos a probar la caracterizacién de la desigualdad de tipo fuerte (p, p) con respecto
a las medidas (udy, vdp) para el operador M,,.

Teorema 3.36. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < 00y (u,v) un par de pesos en R. Sea o = 07" donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:

1. Existe C > 0 tal que

/( VLX) @Pu(@)() < C / o(2)dp(z) < co. (S,(1))

(a,b)

para todos a,b € R con a < c tales que f(a ) udp > 0.
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2. Existe C' > 0 tal que
/R M, f(2)Pu(z)du(z) < C / 1 (@) Po(z)dp(z), (3.34)

para toda f € LP(vdpy).

Demostracion: Supongamos (u,v) € S,(i), entonces usando el Teorema de la Convergen-
cia Dominada podemos conseguir

/J M, (o) (@) Pu(z)du(z) < C / o(2)du(z) < oo, (3.35)

donde J es un intervalo de longitud finita de la forma (a,b] o [a,b). Luego, (u,v) €
Sy (p) NSy (), y usando los Teorema 3.22 y 3.27 tenemos,

( / IMuflpudu); < ( / |M:f+M,;f|"mm)le
< </R |M:f|Pudu>1p + (/R |M;f|l’ud,ul)
<c, ( / !f\pvdu> geues ( / \flpvdu)p
~(C o) ([ 1rpun)"

Reciprocamente, supongamos que M, es de tipo fuerte (p,p) con respecto a las medidas
(udp, vdy). Por tanto, M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udpu, vdp), y
aplicando el teorema anterior tenemos (u,v) € A,(p). Sean a < b tales que f(a p udp >0,

entonces por la condicién A,(u) tenemos que f(a ) odu < oo. Por ultimo, basta tomar
f = 0X(@p en (3.34). O
Para pesos iguales tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.37. Sea 1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
1 <p<ooyw un peso en R. Son equivalentes:

1. we Ay (n).

2. M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (wdp, wdp), es decir, existe
una constante C' > 0,

¢ Pw(z T
/{yGR:MHf(y)>)\}w(x)dM<x) < E/RV(QT)’ (x)du(x),

para toda f € LP(wdp), y todo A > 0.

3. M, es acotado en LP(wdp), es decir, existe una constante C' > 0 tal que

A|Muf($)|pw($)dﬂ($) §04|f($)|pw($)du(ff),
para toda f € LP(wdpy).
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Demostracion: Observemos que 1 y 2 son equivalentes por el Teorema 3.35. Si w €
Ap(p) = Af(p) N A, (i), entonces tenemos que M y M son acotados en LP(wdy).
Usando M, < M + M, se prueba que M, es acotado en LP(wdpu). Por ltimo basta
observar que 3 implica 2 y por tanto w € A,(u). O

Como consecuencia del resultado anterior tenemos la siguiente implicacion.

Corolario 3.38. Sea 1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. Sean
1 <p<ooyw un peso en R. Entonces, w € A,(u) siy solo si (w,w) € Sy(p).

Por iiltimo vamos a ver que, para medidas generales, la propiedad A¥(u) = Aj (1) no
es clerta.

Teorema 3.39. Ezisten 1 < p < oo, una medida p y un peso w € Af(u) tal que
w ¢ Al _(n) para todo € > 0.

Demostracion: Supongamos por reducciéon al absurdo que, para toda medida de Borel en
R se verifican las dos siguientes propiedades:

Lo Af(p) = Ay_.(w),

2. Ay (p) = A, (1)

Sean p y p los dados por el Teorema 2.41 y w € A,(n) tal que w ¢ A, .(p) para todo
e > 0. Observemos que A,(u) = A¥(p) N A (), y por tanto w € Af () N A, (1). Como
w e A;f (1), entonces la propiedad 1 nos asegura que existe €; > 0 tal que w € A;;_al ().
Como w € A; (i), entonces la propiedad 2 nos asegura que existe €5 > 0 tal que
w e A, (). Sea ¢ = min(er,¢e2), entonces los Teoremas 3.6 y 3.7 nos aseguran que
w e AS _(u) NA, (n). Por tanto w € A,_.(u), lo cual es una contradiccién. Luego,
al menos una de las propiedades 1 y 2 es falsa. Si la propiedad 1 no es cierta, entonces
hemos terminado la prueba. Supongamos que la propiedad 2 es falsa y veamos que en-
tonces 1 tampoco es cierta. Es decir, supongamos que existe un peso w € A; (1) tal que
w ¢ A, (p) para todo € > 0. Consideremos fi(E) = u(—FE) y w(r) = w(—x). Enton-
ces por la Proposiciéon 3.29 tenemos w € A;{(ZZ) Si la propiedad 1 fuera cierta entonces
existiria ¢ > 0 tal que w € A;_s(ﬁ), y de nuevo por la Proposicion 3.29 tendriamos
w e A, (1), lo cual es una contradiccién con la eleccién de w. U

El argumento anterior prueba también el siguiente resultado.

Teorema 3.40. Ezisten 1 < p < oo, una medida |t y un peso w € A;(u) tal que
w¢ A, (1) para todo € > 0.

6. Factorizacién de pesos A (1)

En esta seccion vamos a probar un teorema de factorizacion de pesos AY(u) similar al
Teorema 2.37.

Teorema 3.41. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados y
1 < p < oco. Entonces w € A () si, y solo si, existen u € A (u) y v € Ay (1) tales que
w = uvP,
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Demostracion: Sean u € Af (u) y v € Ay (i), y veamos que w = uv'™? € Af(u). Sean
a < b < ¢ ntimeros reales. Como u € A7 (i) tenemos,

-1 _1
u(z)™! <ess sup u(r) = (ess inf u(:c)) <C ( L / ud,u) ,
(a,0]

velbo velbo l(a,0)

en casi todo punto = € [b,¢), y elevando a p’ — 1 > 0 obtenemos,

, 1 =
1—p’ < (P -1
u(z) < Cf (—u(a,c) /(a,b] ud,u) (3.36)

en casi todo punto = € [b, ¢). Como v € A] (p) tenemos,

z€(ab] z€(a,b] w(a,c)

1
v(z) ™t <ess sup v(z) ! = (ess inf v(:p)) < CZ( / Ud,u> ,
[b,c)

y elevando a p — 1 > 0 obtenemos,

1 P
1-p < p—1
v(x) P <Y (,u(a,c) /[b’c) Udp) (3.37)

en casi todo punto x € (a,b]. Entonces, usando estas estimaciones tenemos,

() (L rea)
p(a, )P \J(au [b.c)
1 / 1-p ) (/ 1y )p_l

= uv Pdp u Podu

p(a,c)p ( (a.b] [b,c)
1-p 1—p/

S 1 / ’U/Cg_l (U,U«[b7 C) d,u / O{)/_l (uﬂ(a’b]) vd,u

pla,c)? \ Jiay p(a,c) [b,c) p(a,c)

p—1 1-p (1-p")(p-1)
20102 (’Uﬂ[b, C)) uu(% b] (U’H(aa b]) v, [b, c)pfl

p—1

p(a, c)P \ p(a, c) u(a, c)
= CiCy " vu[b, ) P, €)P ! wp(a, bluy(a, b
pla,cp pla,c)t=? p(a, c)™

CLCP ™t v, [b, ¢)° _
-1 ulb: ) w,(a, b = C,CY " < 0.
p(a, c)? pla,c)=r
Luego, w = uv' ™ € A (u).
Reciprocamente, supongamos que w € A¥(u) con 1 < p < 0o (si p = 1 no hay nada que

probar). Sea o = wp__—ll, por la Proposicién 3.27 tenemos que o € A (u). Por tanto, el
Teorema 3.30 nos dice que M j es acotado en LP(wdp), y el Teorema 3.33 nos asegura que
M, es acotado en LY (odpu).

Consideremos el operador R definido para cada funcién medible f de la siguiente forma
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=

Rf = ‘w%M;ﬂﬂp/w_%) . Veamos que R es acotado en LPP (1), sea f € LPY (1) entonces

[1rs@P duto) = [ @ (170 @) duto)
= [ [przasre @) wduta)
<C [ |r@ P ue@ ] wduts)
~C [ 1@ duta).

Observemos que R es un operador sublineal. Trivialmente se verifica R(Af) = |A\|Rf para
A € R. El operador R es subaditivo, de hecho, vamos a probar que es numerablemente
subaditivo. Sean {f,}>2, una sucesién de funciones, x € Ry a € R tal que a > =z.
Entonces aplicando la desigualdad integral de Minkowski tenemos,

1

) [x,a) ) [I a | |

1
7

14 0
1
wrdp | < <
z:: plz

> fn
n=1

1
7/

<ZM+ [l w2 ()7

Tomando supremo sobre todo a > x obtenemos,

P’ e’}
wr | @) < DM (1w ) @),
n=1

y por tanto R (37, fn) < > o2, R(fs). Luego R es sublineal y numerablemente subadi-
tivo.

1 x
=\ | P

M ([flPo )
se prueba que R* es sublineal, infinitamente subaditivo, y acotado en LP¥' (1). Como
consecuencia de la desigualdad triangular de Minkowski en LP”' (1) obtenemos que R+ R* :

LPP' (1) — LP"(p) es acotado. Sean K la norma del operador R+ R*, y h € LP" (p).
Definamos formalmente

Si definimos el operador R* como R* , entonces analogamente

i @(m R (h),

donde (R+ R*)°(h) = hy (R+ R*)"™(h) = (R+ R*)[(R+ R*)'(h)]. Observemos que
H € L (u), ya que

[e.e] o} [e.e]

* i 1
[(R+ R") Z K 12l = Bl D 57 5 = 2l

1=0 1=0 1=0

1], <

y por tanto la definiciéon de H tiene sentido en casi todo punto. Como consecuencia de
la definicién de H se tiene que H > 0y H > |h| en casi todo punto. Ademds, de la
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sublinealidad para sumas infinitas de R + R* se deduce

o0

(R+ R")(H) =(R+ R) (Z (2[1(> (R+ R)'( ) < Z

=0

) (h)
=2K i:; ﬁ(}% + R*)"'(h) < 2KH,

en casi todo punto. Luego tenemos R(H) < 2KH y R*(H) < 2K H en casi todo punto. De
la definicién de R y de la primera de las desigualdades anteriores se deduce M,; (H Y™ 117) <
o' KV (H v w 11’) en casi todo punto. Y, analogamente con la otra desigualdad obtenemos
M, (HPo v ) < 2?KP(HPo~ Pl) Si denotamos u = HPs ¥ y v = H”w™ rl>, entonces las
de&gualdades anteriores y los Teoremas 3.12 y 3.13 nos dicen que u € A} (1) y v € A ().
Y ademas tenemos la descomposicion deseada,

1-p

_1 —1 1 Iy 1—1
w'™? =HPo ¥ (pr p) = HPwr-1¢ HP "PP " p
1
—prpH P~ F— = HP™ pwpw TP = w.

O
Analogamente se obtiene el correspondiente teorema de factorizacion de pesos A,

Teorema 3.42. Sean i una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados y
1 < p < co. Entonces w € A, (1) si, y solo si, existen u € Ay (p) y v € Af (p) tales que
w = uv'P.
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Capitulo 4

Desigualdades con pesos para el
operador maximal diadico lateral

Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados. En este capitulo vamos
a introducir los siguientes operadores maximales diadicos laterales,

M af () = sup <ﬁ /I+ !fldu> xi-(2),

Myt @) =sup (o [ 1f1dn) 0

IeD N(I)

para cada f € Lj,.(j), donde consideramos los cocientes como 0 si el denominador es 0.
En primer lugar trabajaremos con el operador maximal diddico M, 4, definido para cada

f € Lloc(lu’) como
Myaf () = sup( / If\du) e

Probaremos que M, 4 es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1. Es
facil comprobar que se verifica la relacién M|, f(x), M, ,f(x) < My af(x) < M, f(x) +
M., f(z) para todo z € R. Como consecuencia obtendremos que M : 4y M, 4 son de tipo
débil (1,1), y de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1. El capitulo estd dedlcado a estudiar
desigualdades con pesos para estos operadores, es decir, vamos a estudiar las clases de
pesos buenos para estos operadores.

Esta teoria de pesos fue desarrollada para la medida de Lebesgue por M. Lorentey F. J.
Martin-Reyes [21] en 2014. Vamos a extender los resultados de [21] a medidas de Borel
en R finitas sobre conjuntos acotados.

Al igual que en los capitulos anteriores, estudiaremos tres cuestiones. En primer lugar,
dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u,v) tales que los operadores M : d
y M, son de tipo débil (p,p) con respecto al par de medidas (udp,vdpu). Veremos que
para cada operador se puede determinar una condicion, A;d(u) y A, (1), para la que
esto se cumple si, y sélo si, (u,v) es un par de pesos que verifica esta condicion.

En segundo lugar, dado 1 < p < oo, caracterizaremos los pares de pesos (u, v) tales que los
operadores M " a ¥ M, son de tipo fuerte (p, p) con respecto al par de medidas (udy, vdp).
Veremos que para cada operador se puede determinar una condicion, denotada por S; (1)
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y S, 4(11), respectivamente, para la que esto se cumple si y sélo si (u, v) es un par de pesos

que verifica esta condicién. Por ultimo estudiaremos el problema anterior para el caso de

dos pesos iguales, u = v, y veremos que, bajo una cierta condicién de duplicacion en p,
. . . e + —

es equivalente a que se verifique la correspondiente condicién A, (1) o A_ ().

Estos resultados sobre maximales diadicos laterales nos permitiran desarrollar la teoria
de desigualdades con pesos para el operador maximal diddico M, 4 en R.

1. Funcion maximal diadica en R"

Definicién 4.1. Sean p una medida de Borel en R" finita sobre compactos y f € L}, .(11).
Definimos la funcién maximal diddica de f con respecto a la medida p como

Myaf(a) = sup (s / 141 ) ol

donde el supremo se esta tomando sobre todos los cubos diddicos ). En el supremo
anterior, entendemos que si (@) = 0 para algin cubo diadico @), entonces el promedio
asociado a @ es 0.

Observacion 4.2. Observemos que se verifica M, of < M, f, ya que en la definicién de M,
el conjunto sobre el que se toma supremo es mas grande.

Teorema 4.3. Sea p una medida de Borel en R™ finita sobre compactos. Entonces el
operador M, 4 es de tipo débil (1,1) con constante 1, es decir, para toda f € L'(u) se
verifica

p(ls € R Myaf(e) > M) < 5 [ 17@)lduta),
para todo A > 0.

Demostracion: Para cada k € N consideremos el operador maximal truncado M, Zf 4 definido

por
1
ME = S d .
LI = (M(Q) /Q ] u) Yol@)

Sea f una funcién acotada de soporte compacto en R™. Para cada A > 0 definimos
Ey = {z € R": M}, f(x) > A\}. Si x € E), entonces existe Q, € D con [(Q,) < 2"y
xr € @, tal que
7
——= [ |fldp> A
N(Qx) Q2

Tenemos entonces un recubrimiento de Ey por cubos diddicos {Q, }.er, de lado acotado.
Luego, podemos extraer un subrecubrimiento maximal de {Q,}, numerable y disjunto

{Q};- Es decir, {Q;}; es tal que U, cp, Q- =, Qj, y para cada j € N existe z € E) tal
que @, = @);. Entonces tenemos,

Pl € R < M, (@) > A) <p ( U Qx> ~ ( | @j) = > u(@)

AT DN

1 / 1 1
<z fld :—/ fld s—/ fldp.
A;qu“ 3 )y 0, 1S5 [, M
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Tomando limite cuando k£ — oo y usando el Teorema de la convergencia mondtona obte-
nemos

e €R": Myaf (@) > AD < 5 [ Ifld

O
Como consecuencia del resultado anterior, mediante una interpolacién, obtenemos el tipo
fuerte (p,p) para todo p > 1.

Teorema 4.4. Sea ;1 una medida de Borel en R™ finita sobre compactos. Entonces M, 4
es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1.

El operador M, 4 tiene un papel muy importante en el estudio del operador maximal de
Hardy-Littlewood. En la prueba original de Sawyer en [31] del Teorema 2.13, primero
se demuestra el resultado para M, 4. Seguidamente se prueba una propiedad de medias
debida a Fefferman y Stein, que relaciona M, 4 con M, y como consecuencia se obtiene el

resultado para M,,. La propiedad es la siguiente: sea M, ), el operador maximal truncado

1
M, f(z) = sup 2(Q) /Q | fldu,

z€Q,6(Q)<2k

donde el supremo se toma sobre todos los cubos @) con x € @) y de lado menor o igual
que 2F. Entonces

23"+1

M ) < ————
wkf (7) < |Q(0, 2% 2)[ Jo(0.2++2)

(T_to M, q0m)f(x)dt, (4.1)

donde 7rg(x) = g(z — t) es el operador traslacién y Q(0,2%2) es el cubo de centro el
origen y lado igual a 28*2. Es decir, aunque M, 4 es un operador mds pequenio que M,
en cierto sentido M, 4 domina a M,,.

2. Funcion maximal diadica lateral

En el resto del capitulo vamos a trabajar en R. En esta seccién vamos a definir una
funcién maximal diadica lateral, que tenga propiedades similares a la funcion maximal
lateral estudiada en el capitulo anterior.

2.1. Propiedades de duplicacion laterales

Un intervalo diddico en R es el conjunto [28m, 2%(m + 1)), donde k,m € Z. Si I = [a, b)

es un intervalo acotado en R, vamos a denotar I~ = [a, 42) e I = [“t2 b). Observemos

2
que si I es un intervalo diddico, entonces I™ e I~ también son intervalos diddicos.

Definicién 4.5. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.

1. Decimos que p es duplicante a la derecha si existe una constante DT (1) > 1 tal que
para todo intervalo acotado I se tiene

p(I) < DF(m)pu(I7). (4.2)
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2. Decimos que p es duplicante a la izquierda si existe una constante D~ (u) > 1 tal
que para todo intervalo acotado I se tiene

u(1) < D= (). (4.3)

Observacion 4.6. Si p tiene la propiedad de duplicacién entonces i es duplicante a la
derecha y a la izquierda. Veamos que p duplica a la derecha, el otro caso se probaria de
forma andloga. Basta observar que, para cada intervalo I se tiene I C 41", y por tanto
u(1) < p(41%) < D(u)*u(I*). Luego, D* () = D~ () = D(u)* > 1.

A veces convendra expresar estas condiciones de duplicacién de la siguiente forma.
Proposicién 4.7. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.

1. La medida p es duplicante a la derecha si, y solo si, existe una constante 5*(;}) >0
tal que para todo intervalo I se tiene

u(I7) < DH(u)u(I). (4.4)

2. La medida p es duplicante a la izquierda si, y solo si, existe una constante lN)*(u) >0
tal que para todo intervalo I se tiene

p(IM) < D™ (u)u(I™). (4.5)

Demostracion: Probaremos unicamente 1, la segunda parte se prueba de forma andloga.
Supongamos que p es duplicante a la derecha. Entonces para cada intervalo I podemos
escribir, (1) = p(I7) + p(I'*) < DH(u)u(I*), y por tanto, u(I”) < (D* () — Du(I*).

Reciprocamente, supongamos que existe D" (u) > 0 tal que para todo intervalo I se tiene
p(I7) < DT (u)u(It). Si I es un intervalo, entonces sumando p(I*) en (4.4) tenemos

() = p(I7) + p(I*) < DH()p(I) + p(I) = (D+ () + u(I*). O
Como consecuencia inmediata del resultado anterior obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 4.8. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.

1. La medida p es duplicante a la derecha si, y solo si, existe una constante 13+(u) > 1
tal que para todo intervalo I se tiene

DF ()u(I7) < (1) (4.6)

2. La medida p es duplicante a la izquierda si, y solo si, existe una constante ZA)_(M) > 1
tal que para todo intervalo I se tiene

D™ (p)p(I) < p(I). (4.7)

2.2. Definicion de la funcion maximal diadica lateral

Vamos a definir una primera candidata a funcién maximal diddica lateral, andloga a la

definida por Lorente y Martin-Reyes en [21]. Dada una funcién f € L}, (1) definimos

Vaf @) =sup (e [ 1f1dn) - o), (45)
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Vyaf@) =sup (s [ 17kd) e, (4.9)

Sin embargo esta definicién tiene un problema, estas funciones maximales no son de tipo
débil (1,1) para toda medida de Borel p en R finitas sobre conjuntos acotados, a diferencia
de lo que ocurre con M, ;’ . De hecho, vamos a caracterizar las medidas para las que este
operador es de tipo débil (1,1).

Proposicion _4.9. Sea p una medida de Borel en R finita en cada conjunto acotado.
El operador M;d es de tipo débil (1,1) si, y solo si, u es duplicante a la derecha para
intervalos diddicos.

Demostracion: Supongamos que ]\/Zjd es de tipo débil (1, 1), es decir, existe C' > 0 tal que
para toda f € L'(u) se tiene

— C
e €R: NLuf () > ) < 5 [ 11w

para todo A > 0. Sean J € D, f = x;+ y 0 < XA < 1. Entonces, si x € J~ tenemos

MId(Xﬁ)(m) :ilelg (ﬁ /1+ XJ+dM> Xi-(r) = ilelg (%) x1-(2)

+ +
Y LCARATAD

_( ) >Xj(a:):1>)\.

Entonces tenemos,

p(J7) <u{reR: ]\/szf(:r) > A} < %/Rxﬁdu = %ﬂ(fr)’

luego hemos obtenido (4.4), y por tanto p es duplicante a la derecha para todo J € D.
Reciprocamente, supongamos que u es duplicante a la derecha para intervalos diddicos.
Sea x € Re I €D tal que x € I, entonces

1 D*(p) D (p) +
gy [ <2 i< 28 1 < Db af ),

y tomando supremo sobre tales intervalo diddicos I obtenemos M : JJ@) < DY ()M, af (x).
Como M, 4 es de tipo débil (1, 1), entonces tenemos

u(fe € R M f(x) > A}) < g ({ ER: Myaf(z) > DLW}) < 220 [ flag
]

para todo A > 0.

Anélogamente se prueba que el resultado para M d

Proposicion 4.10. Sea p una medida de Borel en R finita en cada conjunto acotado.
El operador M, es de tipo débil (1,1) si, y solo si, p es duplicante a la izquierda para
intervalos diddicos.
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Como nos gustaria que el operador maximal diddico lateral sea se tipo débil (1,1) in-
dependientemente de la medida, esto motiva la siguiente definicién, que sera con la que
trabajaremos el resto del capitulo.

Definicién 4.11. Dada una funcién f € L}, (1), definimos la funcién maximal diddica
lateral a la derecha como

1
M7 f(x) =su —/ d> -(z). 4.10
st =sup (i [ 1) ) (4.10)
Anélogamente se define la maximal diddica lateral a la izquierda,
1
M~ f(x) =sup | — d x), 4.11
waf @) =sup (o [ 1110 o) (@)

donde en los cocientes anteriores utilizamos la convencion 8 =0.

Observacion 4.12. Como consecuencia inmediata de la definiciéon anterior se obtiene
M:,df(x)7 Mu_,df(x) < Myaf(x) < Ml—:df<x) + M;,df(x) (4.12)

Como M, 4 es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1, de la observacién
anterior se desprende el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.13. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.
Entonces los operadores M;d y M, son de tipo débil (1,1), y tipo fuerte (p,p) para todo
p>1.

2.3. Relacién de M;fd con M/j

Ahora vamos a estudiar la relaciéon de M, con el operador maximal diddico lateral a la

derecha M ,. Veremos que M, es menor que M y, bajo una condicién de duplicacién
pd H,d wo

vamos a probar que, en cierto sentido, M : 4 domina a M, If .

Proposicion 4.14. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados.
Entonces se verifican las desigualdades siguientes:

1. M, f(x) < M f(x) para todo x € R.
2. M .f(x) < M f(z) para todo x € R.

Demostracion: Sean x € R e I = [a,b) un intervalo diddico tal que z € I~. Entonces
tenemos,

1 1 1
e d d dp < M

y tomando supremo sobre tales intervalos diddicos obtenemos M, f(x) < M} f(x).
Anélogamente se prueba la desigualdad para operadores laterales a la izquierda. U

Observacion 4.15. Observemos que las desigualdades de la proposicion anterior no son,
en general, igualdades. Si consideramos f = x(o,1), entonces para cada z < 0 tenemos
M;df(x) = 0, ya que para todo intervalo diddico I con z € I~ se verifica I C (—00,0), y
por tanto, los promedios de M : .f (z) son todos nulos. Sin embargo, para = < 0 se tiene
M7 f(z) > 0.
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Para obtener una desigualdad similar a (4.1), definimos el siguiente operador,

1
N+ f(z) = 5 —/ .
w I (@) h>]g [, T+ 2h) Jipinaron) Fldi

Veamos que N f(x) < M f(z). Sean z € Ry h > 0, entonces
1 1 )
T T ooy 0 T 73 ]y V0 S M),
y por tanto Nf f(x) < M f(x).

Proposicién 4.16. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados y
duplicante a la derecha. Entonces existe una constante C' > 0 tal que M| f(x) < CN f(7)
para todo x € R.

Demostracion: Sea x € Ry h > 0. Usando la caracterizacién (4.6) de la condicién de
duplicaciéon a la derecha tenemos,

1 [e¢]

1
_ du = S d
T o1 Eguh$+h%4+h‘wﬁﬂﬂﬂ

k ok+17

a:x—i— 1 /
= fldu
E: xz+h MEETESY BN

1 ‘ 1
< — d
_kXZ% <D+(:U’)) H [$,£L‘ + 2%) /[$+2k}jr1 I+2k) |f| 8
~ k
; <A ! ) Nt f(x)=CN}f(z),

D+ (p)

donde C' = )7, (ﬁ) < 00, ya que D () > 1. Entonces tomando supremo sobre
h > 0 obtenemos M f(z) < CN] f(x). O

Por tanto, si u es duplicante a la derecha, entonces N, j y M I son operadores equivalentes
puntualmente. Para cada k € Z definimos los operadores maximales truncados siguientes

1
xS — / fldp,
ok (z)= 0<h<2k plz, x + 2h) [a:+h,ac+2h)’ |
y 1
M) = sup s [
ok (=) 0<h<2k plz,z + h) xz+h)| |

para cada f € L,.(j).

Teorema 4.17. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos y con la
propiedad de duplicacion. Entonces existe una constante C' > 0 tal que para todos x € R,
keZyfelL.(n) setiene

loc
o ok+4

M;kf( ) <N+kf( ) < S i (T_tOMJt’dOTt) f(z)dt, (4.13)

donde 7.f(x) = f(z —t) y ue es la medida definida por u,(E) = p(E —t).
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Demostracion Si p tiene la propiedad de duplicacion entonces, por la Observacién 4.6,
1 es duplicante a la derecha y por tanto, la primera desigualdad se puede probar de la
misma forma que Mf f(x) < CNJ f(z). Sean x € R, k € Zy f > 0 localmente integrable.
En primer lugar, tenemos

(7—¢0 MJ 40 ) f(x) = M;j;,d (1ef) (x + 1)

:ig(z%ijﬁ@Mm@0X1@+ﬂ

1
=“pﬁmn ﬁf@‘“m“”>”(x+”

= sup (ﬁ /H_t f(y)du(y)) Xi-(z +1).

Observemos que existe hg con 0 < hy < 2F tal que

1 1
—N+fx§—/ f@)du(y).
2 P (@) ple, x4 2hg) [z+ho,a+2ho) W)duly)

Sea j € Z tal que 27! < hy < 27 (y por tanto j < k). Consideremos el conjunto
Q={te(0,2°): existe e D,x+t €I ,|I|=2""y [x+ ho,x+2hg) C I —t},

y estimemos su medida de Lebesgue. Consideremos los intervalos diadicos I de longitud
2712 tales que si I~ = [a,b), entonces © < a 'y b < x + hy + 273, Observemos que como
b =a— 2%, la condicién anterior es x 4+ 2/t < b < x + hy + 2573, El nimero de tales
intervalos diadicos es gl;—ﬁ Sea I uno de los intervalos de la definicién de €2, es decir,
It =[b,b+ 2", Sea tg = b — (x + hy) y veamos que (to,to + hy) C €. Por una parte
observemos que ty > 0, ya que  +hy < x+2/ < 42711 < b. Para ver que ty + hy < 2F+*
observemos que

to+ho=>b—1x < hyg+ 23 <27 4 k3 < ok 4 ok+3 < ok+d

Como I = [b,b+27%1) y |I| = 2772, entonces [~ = [b— 2771 b). Para ver que x +t € I,
observemos que tg < t < tg + hy implica

b— 2t ch—hg=a+to<z+t<z+1to+ho=D0,

y por tanto x + ¢ € I~. Por ultimo probaremos que [z + hg + t,x 4+ 2hg +t) C I para
todo t € (tg,tg + ho). Usando que hy < 27 tenemos,

b:$+h0+t0Sl‘+h0+t<l’+2ho+t:b+h0+t—to<b+2h0§b+2j+1,

ya que t — to < hg. Hemos probado asi que (to,to + ho) C §2. Sea J otro de los intervalos
diddicos de la definicién de Q, y sea J* = [d,d + 27T'). Tomemos t; = d — (x + hy), y de
la misma forma que antes obtenemos (t1,% + hg) C Q. Si I y J son intervalos diddicos
disjuntos, entonces (to, to + ho) N (t1,t1 + ho) = (. Por tanto, como existen g’;—ﬁ intervalos
diadicos verificando esto, existe una constante C' > 0 tal que

C ks 2k+3 k4
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Ahora bien, para cada t € ) existe un intervalo diddico I € D tal que x+t € I, |I| = 2712
y [x + ho,x 4+ 2ho) C I — t. Entonces tenemos

1 1
_ d
SN (@) < uux+2mLLMwwmﬁ@)“”

ul =1 ( ! f@mmw)m4x+w

ple, + 2ho) \p(l = 1) Jre—

Si denotamos J = [z,x + 2hg), entonces JT = [z + hg,x + 2hg). Ahora bien, como
JT C I'™ —t entonces J C I —t. Observemos que |J| = 2hg > 27, y | —t| = |I| = 2772,
por tanto I —t C 9J. Aplicando la condicién de duplicacion de p obtenemos

(9J)< 1
u(J) \pld =1t) Sy

<D (o [ S0 ) x40
<D(? (-1 M, 4o m) ()

LN () < f@ﬂmw)m(x+ﬂ

Por tanto, podemos concluir la prueba

—N+
uu/z Niaf (@)

<P IQI /Q(TtoM:tdon)f(x)dt

D QC 2k:+4
< ;’524 / (r—¢ 0 M} ;o 1) f(z)dt.
0

O
Seria interesante conocer si el resultado anterior es cierto suponiendo tnicamente que u
es duplicante a la derecha.

3. Pares de pesos A’ (1) y A (1)

Definicién 4.18. Sean u y v dos pesos en R.

= Si 1 < p < oo, decimos que (u,v) verifica la condicién AF (), o simplemente
(u,v) € AT (n), si existe C' > 0 tal que

Q%/u@@@)@%[ym”wwﬁHsc (.10

para todo intervalo diadico I € D.

= Diremos que (u,v) verifica la condicién Af ,(u), o simplemente (u,v) € Af (1), si
existe C' > 0 tal que para cada intervalo didadico I € D se tiene
5
— | u(z)dp(z) < Cu(x) (4.15)
u(I) Ji-

para casi todo x € I'
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» Si 1 < p < oo, decimos que (u,v) verifica la condicién A (1), o simplemente
(u,v) € A, 4(1n), si existe C' > 0 tal que

(i v (o [ v(x)lp’dum)p_l <c @

para todo intervalo diddico I € D.
= Diremos que (u,v) verifica la condiciéon Ay ,(u), o simplemente (u,v) € Ay 4(p) si
existe C' > 0 tal que para cada intervalo diadico I € D se tiene
ull
—— [ u(z)dp(z) < Cu(x) (4.17)
u(l) Ji+
para casi todo x € [~

Como el conjunto de los intervalos diddicos es numerable, entonces son triviales las si-
guientes equivalencias.

Teorema 4.19 (Caracterizacion de Af ,(u)). Sean p una medida en R finita sobre con-
Juntos compactos y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € AT (1)
2. Existe C' > 0 tal que
M, u(z) < Cu(z) (4.18)
para casi todo x € R.

Teorema 4.20 (Caracterizacién de Ay ;(11)). Sean pi una medida en R finita sobre con-
juntos compactos y (u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € A 4(1)-
2. FExiste C' > 0 tal que
M u(x) < Co(z) (4.19)
para casi todo x € R.

De forma analoga a la Proposicién 3.4 se prueban los siguientes resultados.

Proposicién 4.21. Sea 1 < p < oo, entonces (u,v) € A ,(u) si y solo si existe una
constante C' > 0 tal que

para toda funcion no negativa f, y todo intervalo diddico I € D, donde en el cociente de

(4.20) si u,(I7) = 0 usaremos las siguientes convenciones: & = oo para a >0y 2 =0.

Proposicién 4.22. Sea 1 < p < oo, entonces (u,v) € A ,(n) si y solo si existe una
constante C' > 0 tal que

para toda funcion no negativa f, y todo intervalo diddico I € D, donde en el cociente de

(4.21) si u,(IT) = 0 usaremos las siguientes convenciones: & = oo para a >0y 2 =0.
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4. Caracterizacion de los pares de pesos (u,v) para
los que M+d es de tipo débil (p,p)

En esta seccién probaremos que el operador M lf es de tipo débil (p,p) con respecto a
las medidas (udp, vdp) si y solo si (u,v) € A~ (uu). Vamos a seguir la demostracién de
Lorente y Martin-Reyes [21]. En primer lugar necesitaremos el siguiente lema debido a
Ombrosi [27].

Lema 4.23. Sean p una medida en R finita sobre conjuntos acotados y 1 < p < co. Sean
(u,v) un par de pesos en R verificando la condicion A;d(u) y f € LY (u) con f>0. Sean
v >0y {lj}jer, una familia de intervalos diddicos de longitud acotada tal que la familia
{I; }jer, es disjunta dos a dos y verifica

(D) n f(x)du(zr) < 2uv, (4.22)

para cada j € I',,. Entonces se tiene

> / . <XC /u f(@)Po(x)dp(z), (4.23)

Vp I+
jely JETY 7 j

donde C' es la constante de la condicion A} ().

Demostracion: Para cada entero m > 0 consideremos
im = {j €T, : existen exactamente m intervalos I, tales que I G I con s € ', },
yom=U cin L ]+ . Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:

1. Es claro que 'y, = |J,>_ im. Ademds, si ji,j2 € i, con j; # jo, entonces I+ g_

I}, € I . Supongamos por reduccién al absurdo que I C I}. Como j; € zm,
entonces existe exactamente m intervalos I, con s € I',, tales que I ; g I7. Entonces
tenemos, [ J+1 ; 1 ;g ; I}. Esto es una contradiccién, pues j; € i,, y hemos probado
que I estd contenido en al menos m + 1 intervalos. Como I} e I} son intervalos

diadicos, entonces 1 ;g ayi ;; = (). Por tanto,

/ f@)du() = 3 / f@)du(e (4.24)

JE€EIm

2. Si J € ipmy1, entonces para cada k con 0 < k < m, existe un tnico j; € 7, tal que
I C I . Por tanto, oyy1 C 0, y esto implica

r) < / f(@)du(z). (4.25)

Om-+41

Fijemos un entero mg > 0y jo € 7,,,. Entonces existen exactamente my intervalos diadicos

I, con s € T, tales que I G IF. SiI;, con j €T, es tal que [ G ];L, entonces j € i,
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para algin m > mg. Ademds, como I;" e I, son disjuntos y tenemos I; * C 1 fo , entonces
I; C I *_ Teniendo esto en cuenta podemos eSCl"lblI‘

U U 5l|cr, (4.26)

m>mo \ {jCip,: I;r g[jo}

y por tanto,

oD uldy) < ). (4.27)

MM {j€ip:1] iIJJB}

Para todo m > my, en (4.24) obtenemos

/Um f@dpz) = Y /f ().

{j€im: Ijgljo

Teniendo en cuenta las dos ultimas expresiones y que por hipodtesis para cada j € ', se
tiene (4.22), tenemos

Z/W SCED DS /fdu

m>mo m>mo {j€im I;rgljg

<2 Y > Iy

m>mo {jci,,: IJ"r %Ifo }

uery
<2wp(I3) < QWj‘Z) i
0

It
Jo
En particular,
mo—+4
> / 2)dp(z) < 2 / f(x)du(z),
m=mo-+1 amﬂl

y por tanto, existe un entero m, con my + 1 < m < mg + 4, tal que

/ammjo f(x)dp(x) < %/ffo f(@)du(x) = %/}fo F(@)du(z)

Como 0,44 C 0, entonces

/am0+4m1j+0 f(@)dpu(w) < /ommjo fz)dp(z) < %/ffo f(x)du(z)

fo it = [ s~ [ st
/f )dp(x ——/ f(x)du(z

- / F@)dp() > & p(L,)

Por tanto,
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Hemos probado entonces que fijado mg y jo € i, Se tiene

2
1< -

M&M\ f(@)dp(z). (4.28)

Distingamos dos casos. Supongamos en primer lugar p = 1. Como (u,v) € Aid(,u), para

cada 7 se tiene
-1
1
v(r)"t<C / udp :
(U(Ij) -

para casi todo = € I;L. Entonces usando (4.28) tenemos

Z/udu 22/ udp

Jjely m=0 jE€im
< i > / udp L/ fov™tdp
v m=0 jE€inm n 'u([j> I\om+a
zz/ fody
m=0 jE€im \0m+4

2C
EESS / fudp.
v m=0 O'm\Um+4

Supongamos ahora p > 1. Entonces usando (4.28) y la desigualdad de Holder tenemos

Z/udu ZZ/ udp

jery, m=0 j€im

) G)pi; (/ udﬂ> ( (113) /1+\om+4 fvpvpd#>”

0 p—1
2)” i /
<= Pdp fPodu
2 P o0 p—l
eI
Y7 =0 jeim (L [N\omsa
2
(S EEL,
v I \Om+4

m= OJE’Lm

EL, r
om\Om+4

Para todo p > 1 hemos probado entonces

> / udp < (J( ) /U o fPudp. (4.29)

jel’y
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Entonces podemos concluir la prueba,

JGZF: / udp <C ( ) [, o frudp
P> (e[

m=0"Y Im m=4 Y om
2\” &
—c (2 Pod
)X e
2 p
<4C (—) / fPudp
v U]EFVI;L

4

Teorema 4.24. Sean p una medida de Borel finita sobre conjuntos acotados en R y
1 < p < oo. Son equivalentes:

1. (u,v) € AT, (1).

2. M+d es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udp,vdp), es decir, eziste
una constante C' > 0 tal que para cada f € LP(vdp) se verifica

/ w@dutz) < 5 [ @) ola)duta), (4.30)
{yeRM T F(1)>A} =%

para todo A > 0.

Demostracion: Supongamos que (u,v) € A;d(u). Para cada k& € N consideremos el ope-
rador maximal truncado M : (’ik definido como

szt = s (s [ ) o), (1.31)
I+

IeD,|I|<2k N(I)

donde el supremos se toma sobre todos los intervalos didadicos de longitud menor o igual
que 2F. Observemos que M, +k T M +d cuando k — oo. Sean f > 0 acotada de soporte
compacto y A > 0. Deﬁmmos los conjuntos E) = {z € R : MJr flz) > Ay Fa={Il €
D:|I| <2ty “(I) J;+ fdp > A\}. Entonces tenemos la 51gulente igualdad

E\ = U I

I€Fy

Sea {I;} la familia de intervalos diddicos tales que {I; } es maximal en {I~ : [ € Fy}.
Entonces {/; } es una familia de intervalos diddicos disjuntos. Sin embargo, la familia
asociada {I;"} no es disjunta en general. Para cada k entero con k > 0, consideremos la
familia de indices

:{j:2k M(llj) ﬁf(x)d,u(a:)SQkH)\}.
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Entonces podemos aplicar el lema anterior y obtenemos

Z/ x)dp(z ;:;C/f )Pu(x)dp().

JECK

/{yERrM+:ff<y>>A} Hdnt) = /EA ule)dute) = Z / _ulw)du()
—zz/

k=0 j€ck

2p+20
2k)\ /f )Po(z)dp(z)

p+2
r C/f Po(e)du(z).

Tomando limite cuando £ — oo obtenemos la desigualdad deseada.

Reciprocamente, supongamos que M : ;4 es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas
(udp, vdp). Sea I € D un intervalo diddico y f > 0 tal que [, fdu > 0. Entonces si le
aplicamos la desigualdad de tipo débil (p,p) a la funcién fx;+ tenemos,

Por tanto,

C
/ udp < — fpvdu (4.32)
{2€RM ,(fx;+)(@)>A} AP

para todo A > 0. Observemos que si x € I~ entonces tenemos,

/ Fdi < M (P (2).

Luego tomando A\ = ﬁ Jrs fdu y 0 <A< Ag en (4.32) tenemos la inclusiéon I~ C {x €
R: M, (fxr+)(z) > A}, y por tanto,

C
/ udp S/ Uduﬁ—/ frodp.
- {2€RMF ,(fr,1)(@) >N} A e

Haciendo tender A — \g y reordenando en la expresion anterior llegamos a

N v ,
(1 >(m /. fdu) <c [ s,

y esto es (4.20), es decir, (u,v) € AY (1), O

Anélogamente se prueba la caracterizacién para M d

Teorema 4.25. Sean i una medida de Borel finita sobre conjuntos acotados en R y
1 < p < o0. Son equivalentes:

1 (u,0) € 4, 4(p)

2. M, es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udu,vdp), es decir, eziste
una constante C' > 0 tal que para cada f € LP(vdu) se verifica

)
C p
/{ o M) < [ 1@rine) 133)

para todo A > 0.
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5. Caracterizacién de los pares de pesos (u,v) para
los que M:,d es de tipo fuerte (p,p)

En esta seccién vamos a estudiar los pares de pesos (u,v) para los que M : 4 s de tipo
fuerte (p, p) con respecto a las medidas (udu, vdu).

Teorema 4.26. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < o0y (u,v) un par de pesos en R. Sea o = 07" donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:

1. Existe C > 0 tal que
/I|Mld(UXI+)($)|pU(I)d/~b($) < C/1+ o(x)du(r) < co. (S;d(ﬂ))

para todo intervalo diddico I tal que f]* udp > 0.
2. FExiste C' > 0 tal que

[ Mias@Pu@an) < ¢ [ 1f@ P, (434

para toda f € LP(vdp).

Definicién 4.27. Sean p una medida de Borel en R, y 1 < p < co. Diremos que un par
de pesos (u,v) verifica la condicién S, (1), o simplemente, (u,v) € S, (1) si se verifica

(Spa()-

Demostracion: Supongamos que se verifica (4.34). Entonces, Mld es de tipo débil (p,p)
con respecto a las medidas (udu,vdu). Por la caracterizacion anterior (Teorema 4.24)
tenemos que (u,v) € A;;d(u), y por tanto [ 7+ 0dp < oo para todo intervalo diddico I tal
que [, udp > 0. Por iltimo, si en (4.34) tomamos f = ox+ obtenemos (S, ,(11))-

Reciprocamente, supongamos que (u,v) € S7 (). Para cada N € N consideremos el

operador maximal truncado M N definido como

1
MY = sup (—/ fdu)xx,
ok IeD,|I|<2N p(I) I+| | (@)

donde el supremos se toma sobre todos los intervalos diddicos de longitud menor o igual
que 2V. Sea f > 0 acotada y de soporte compacto. Para cada k € Z definimos los conjuntos
N
Q={reR: M f(x)>2*}y Fo={leD:|I|<2Vy ﬁfﬁfdu > 2F}. Entonces
tenemos la siguiente igualdad,
o= I

I€F;,
Consideremos los intervalos diddicos I;, tales que el intervalo I es maximal en el con-
junto {I~ : I € Fi}. Definamos entonces, Ej, = [;; N{r € R : M:&Nf(a:) < 2k y
observemos que

{reR: 2" < MV f(a) <2} = n{z e R: M f(a) < 281}
— (U Jjjk> N{z eR: MY f(x) < 281}
J

—U (e o e R M5V @) <2441)) = U
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Observemos que fijado k € Z, la familia {I]’k}J es disjunta, y como Ej) C I, entonces
la familia {E;;}; también es disjunta. Por tanto, podemos estimar,

[ spuau =y / MY fPudy

ez J {meR2k<M TN f(z)<2k+1}

< Z 2(k+1)p/ udp

ez {zeR2k<M [N f(z)<2k+1}
=2P Z ZkP/ udp
k,j Ejk

p 1 P
= %: (#(Ij,k) /zjfk ﬂm)d”) /EM udp
=2F 1 -1 ’ 1 P
= <"“”ﬂ>k> J.¢e w“) (u(%) J. gd“) G

Consideremos el espacio de medida (Z x Z, P(Z x Z),v), donde v estd definida como

P
1

v(j, k)= ——— d uds.

0 <’U(Ij’k) /Ima M) /Ej,k 8

Definimos el operador 7" sobre el conjunto de las funciones localmente integrables (respecto
de la medida odpu) en el conjunto de las funciones en Z x Z,

T&m / 9(x)o ()du(z).

Si probamos que T es acotado de LP(odu) en ¢P(v), entonces habremos terminado la
prueba, pues

/ |M+ Nf|Pud,u <2P%: <0“(Lk) /I;k(fal)ad,u>p (M(Ilgk) /]k ad,u>p/ENc udp

=2 37 (1o )G 0) V(i) < 2°C [ (fo~ Vo

k.j

Tg(j,k) =

=2PC' / fPudp,
R

y tomando limite cuando N — oo obtenemos la desigualdad (4.34).

Veamos en primer lugar que T es acotado de L*>®(odu) en (*°(v). Sea g € L>®(odu),
entonces para cada (7, k) € Z x Z tenemos

Ty, k)] < — /|g|0du<||g|| %D 1l
T T ouLig) Jr = WIESledn) g () = NS edn)

gk

luego |79l o) < 19l o (pap- Por tanto, basta probar que 7" es acotado de L'(odp) en
(1°°(v), porque mediante una interpolacién obtendremos que es acotado de LP(odu) en
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(?(v) para todo p > 1. Por lo ya dicho, tenemos que probar que existe C' > 0 tal que para
toda funcién g € L'(odu) se tiene

> vk =5 [ @le@duts)

{(Gk)ELXZ:|Tg(5,k)[>A}

para todo A > 0. Es claro que podemos considerar g > 0. En la suma de la izquierda, solo
necesitamos considerar los sumandos tales que v(j, k) > 0, en particular, esto implica que
ij’k udp > 0, y como Ej; C I, entonces fr udp > 0. Por tanto, vamos a suponer, sin

pérdida de generalidad, que [ 7~ udp > 0.
Gk

Sea A\ > 0y g e L' (odp) con g > 0. Consideremos el conjunto {I;"};cx de intervalos
diddicos I;" que son maximales en el conjunto {I;Lk :Tg(j, k) = m S+ godup > A}
) Js gk

Para cada i € A, definamos B; = {(j, k) : Tg(j, k) > A e I}, € I;"}. Entonces tenemos,

2. vih=2 ),

{(G,k)EZXZ:Tg(j,k)>\} i€l (j,k)EB;

Sean (j,k) € B,y v € Ej;, C I3, entonces

1 / J 1 / J
—— | odp=—= [ ox;+dp
plik) Jrr, plljw) Jor, 0

SM:,d(O-XIZ“')(x)a
. 1
> vk =) (M([

(k)EBs (GR)EB: k) /1; > /M u(z)du(x)
(z) <

odp '
:(;B/E u M(%k)/ﬁk 0du) dp(x)
< 3 [ (Ml @) i)

(jkEB

y por tanto,

Sea (j, k) € B;, es decir [ J+ x € [;“ , entonces tenemos dos posibilidades:
= [}, = I, y por tanto, I, = I
« [ C Y ypor tanto, I;, C I;"

7k #& 71 » Tik Z£ T

Por tanto, para cada (j, k) € B; tenemos Ej;, C I, C I; UIL" = I;. Como los Ej; son
disjuntos dos a dos, entonces tenemos

U Eixcl

(Jvk)eBz

Por tanto, usando que (u,v) € S; 4(1t) podemos concluir,
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2 )= > v

{(4,k)ELZXZ:Tg(j,k)>\} i€A (4,k)EB;
p
S / Mo ) @) wle)dta)
€A (j,k)EB;
e p
-> My (o )(@)) ul@)dp(a)
ieA “Uumes; Ejk

<> | (o) @) uteinta)
SCZ/+0d;L < C’Z/.Jd/i
<C> < /ﬁgad,u——/ godp

€A eA Ii+
<+ / gody.
R
O

Como consecuencia del resultado anterior y el Teorema 4.30 tenemos que la condicién
Sy 4(p) implica AF,(1).

Corolario 4.28. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos, y
(u,v) un par de pesos en R. Si (u,v) € S7 (1), entonces (u,v) € A7 (1).

Andlogamente se prueba el resultado para el operador M,

Teorema 4.29. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < o0y (u,v) un par de pesos en R. Sea o = 07" donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:

1. Existe C > 0 tal que

[ Mo @ Pute)dnte) < C [ aw)iuto) < o ()

para todo intervalo diddico I tal que [, udp > 0.

2. Existe C' > 0 tal que

[ s @Pu@an) < ¢ [ 1f@Po@in) (4.35

para toda f € LP(vdpu).

Definicién 4.30. Sean p una medida de Borel en R, y 1 < p < co. Diremos que un par
de pesos (u,v) verifica la condicién S, (1), o simplemente, (u,v) € S, (1) si se verifica

(Sp.ai))-

Corolario 4.31. Sean pu una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos, y
(u,v) un par de pesos en R. Si (u,v) € S, 4(1n), entonces (u,v) € A ,(1).
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6. Acotacion de M : , con pesos iguales

En esta seccion vamos a trabajar con pares pesos A;r’ 4(1t), donde ambos pesos son iguales,
es decir, (w,w) € A;; 4(1). Aligual que en los capitulos anteriores, escribiremos w € A; (1)
para referirnos a (w,w) € A;d(u). Bajo una condicién de duplicacién en la medida u
probaremos que si w € AT (1) entonces M, es acotado en LP(wdp). Como consecuencia
obtendremos que la acotacmn de M /j 4 €0 LP(wdp) es equivalente a que M +d sea de tipo
débil (p,p) con respecto a las medidas (wdp, wdu).

Veamos que, para pesos iguales, el reciproco del Corolario 4.28 es cierto.

Proposicién 4.32. Sea ;1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos y
duplicante a la izquierda. Sea 1 < p < oo. Entonces, w € A;d(u) st y solo si (w,w) €
S;,d(ﬂ)-

Demostracion: Sea w € A' (i), y denotemos o = w'™?". Sea I un intervalo diddico,
entonces la condicion A~ (u) implica que si [,_udp > 0, entonces [, odu < oo. Por
tanto, es suficiente probar que existen dos constantes C, C’ > 0 tales que

L[ Mo @)Pe@i) < C [ o)

I+

2 [ Mo @Pe@in) < [ o@dutz)

It

ya que una vez probado sumando ambas expresiones obtenemos (S; 4(1t)). Probemos 1 en
primer lugar. Para cada z € I, en el supremo

M) =swp (s [ o) (o),

solo es necesario considerar aquellos intervalos diddicos J € D tales que Jt NIT # ()
y x € J~. El tnico intervalo que cumple eso es J =1 (si JJI € D, JtTNIT™ 40y
J~ NI~ #0,entonce J = I), y por tanto,

M) =sup (s [ avedn) @) = s [ o

para todo x € I~. Usando que w € A;:d(u), podemos concluir

M o) (@) Pul@)due) = ( /| wdu) (ﬁ /. Odu)p <c [ odn

Probemos ahora el punto 2. Sea z € IT y J € D un intervalo diddico con x € J~ tal que
JTNIT#). Como ITNJ™ # 0, entonces IT C J~ o J~ C IT. Necesariamente J~ C I,
ya que I NJ*T # (). De forma andloga, como J* NI # () entonces J© C I'", y por tanto
J C I'". Entonces tenemos

1 / J 1 / d
—_ oxr+dp = —= odp.
N(J) J+ ! N(J) J+
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Podemos escribir la condicion A; 4(1t) de la siguiente forma,

Gin f.ow)” < (i) -

Entonces, usando la condicién de duplicacién de p y la inclusién J~ C I tenemos

1 1

(o Lo Gl [ e (2)
(5 >> e (s )
( wo Xdeu);

<D™ (u):C (deu,dw xm(a:))% .

Por tanto, tomando supremo sobre todos los intervalos diddicos J € D tales que x € J~
tenemos

M y(oxr+)(x) < D™ (1)7 C (Myaua(w™ xr+)(x)) 7

para todo z € I. Aplicando el Teorema 4.4 tenemos que M,q,, 4 €s acotado en LY (wdp),
y por tanto podemos concluir

/1 X M.} y(oxr+) (@)Pw(@)dp(z) <D™ (W)C? [ [Mugua(w™ xr+) (@) P w(x)dp()

I+

<D (u)C" / Moyt e ) @) w(w)dpa(z)
Mlee / () e (@) P w(a)du(z)
N eLe / wla) " duz)

=D~ (p)C*C | o(x)du(z).

I+

O
Seria interesante conocer si la condicion de duplicacién de la medida p puede omitirse en
el resultado anterior.

Como consecuencia de este resultado tenemos.

Teorema 4.33. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos vy
duplicante a la izquierda. Sean 1 < p < oo y w un peso en R. Son equivalentes:

1. we A ().

2. M;d es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (wdp, wdp), es decir, eziste
una constante C' > 0,

C
w(zx)du(x - o) Pw(z)du(z),
/{yeR:M;df(M @dutz) < 55 [ @)l u@)duta)

para toda f € LP(wdp), y todo X > 0.
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3. M:,d es acotado en LP(wdp), es decir, ezxiste una constante C' > 0 tal que

[t @re@in < ¢ [ 17@Pu@ine).

para toda f € LP(wdp).
De forma anéloga se prueban los resultados para M d

Proposicién 4.34. Sea 1 una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos y
duplicante a la derecha. Sea 1 <p < oo. Siw € A (1), entonces w € S, ,(11).

Teorema 4.35. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos vy
duplicante a la derecha. Sean 1 < p < co y w un peso en R. Son equivalentes:

1. we A (1)

2. M, ; es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (wdp, wdp), es decir, existe
una constante C' > 0,

¢ Pw(z)du(x
/{yER:Mu_,df(y)%\} w(z)dp(z) < ﬁ/le(x)' (x)du(x),

para toda f € LP(wdp), y todo A > 0.

3. M, es acotado en LP(wdp), es decir, existe una constante C'> 0 tal que

/R M of (@) Pula)du(z) < C / (@) Pw(z)du(z),

para toda f € LP(wdpu).

7. Desigualdades con pesos para M, ; en R

En esta seccion vamos a usar las caracterizaciones de las secciones anteriores, para probar
las correspondientes desigualdades con pesos para M, 4. Para ello vamos a usar la siguiente
desigualdad,

Myaf < M7, f+ M, ,f. (4.36)

En primer lugar definiremos la clase de pesos A, 4(f).
Definicién 4.36. Sean (u,v) un par de pesos en R.

» Sil < p < oo, decimos que (u,v) verifica la condicién A, 4(u), o simplemente
(u,v) € A, a(p), si existe C' > 0 tal que

(i Ju@an) (5 | v(x)l-P’du@))pl <c @3

para todo intervalo diadico I € D.
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» Diremos que (u,v) verifica la condicién A 4(i), o simplemente (u,v) € Ay q(u), si
existe C' > 0 tal que para cada intervalo diadico I € D se tiene

1
oD /Iu(x)du(x) < Cou(x) (4.38)

para casi todo z € I.
Ahora estudiemos la relacion de las clases A7 (1) y A 4(1) con Ay, a(p).

Teorema 4.37. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos. En-
tonces Apa(p) = A (1) N AS (1) para todo 1 < p < oo.

Demostracion: Supongamos que (u,v) € A, 4(p). Si p > 1, entonces para cada I € D
tenemos,

G o) i i

y
o) Gl o)
L
Luego, (u,v) € A¥ (1) N A, (1). Sip =1, entonces para cada I € D tenemos,
e / (o)) < [ u(e)duta) < Co(o

en casi todo x € I, luego (u,v) € Af 4(). De forma similar se prueba que (u,v) € Ay (1),
y por tanto (u,v) € Af (p) N A7 4(). Reciprocamente, supongamos (u,v) € A (1) N
Al 4(1t). Entonces aplicando los Teoremas 4.24 y 4.25 tenemos que M : aY M, 4 son de tipo
débil (p,p) con respecto a las medidas (udp, vdu). Usando la desigualdad (4.36) tenemos,

{xeR:Mu,df(w)>)\}C{f€R M f(z) > ;‘} {xGR M. f(x) > ;\}

Por tanto,

/ ud,ug/ ud,u+/ udp
{z€R:M,, 4f(z)>A} {zer:M} F(2)>3} {zer:M  f(2)>3}

p
<2 [1vdas 2o [1rudn = 2O [ poa
R

para todo A > 0. Luego M, 4 es de tipo débil (p, p) con respecto a las medidas (udy, vdpu),
y de la forma habitual obtenemos que (u,v) € A, 4(p). O

De hecho, en la prueba anterior hemos probado el siguiente resultado.
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Teorema 4.38. Sea p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos compactos. Sean
1 <p<oo,y(u,v) un par de pesos en R. Son equivalentes:

1. (u,v) € Apa(p).

2. M, q es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (udp,vdpu), es decir, etiste
una constante C' > 0 tal que para cada f € LP(vdp) se verifica,

/ w@dua) < 55 [ f@pPu@da, (@39
{yeR:M,, af (y)>A}

para todo A > 0.

También podemos dar la caracterizacion de los pares de pesos para los que M, 4 es de
tipo fuerte (p,p) con respecto a las medidas (udy, vdpu).

Teorema 4.39. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < 00y (u,v) un par de pesos en R. Sea o = 07" donde p' es el exponente conjugado
de p. Son equivalentes:

1. FExiste C > 0 tal que
[ Matoxn@Put@u) < € [ otaduta) < . (Spa(i2)

para todo intervalo diddico I € D tal que f] udp > 0.

2. FExiste C' > 0 tal que
/R My f () Pu(z)du(z) < C / (@) Po()dp(z), (4.40)

para toda f € LP(vdu).

Demostracion: Supongamos que (u,v) € S, (1), y veamos en primer lugar que (u,v) €
A, 4(p). Sea I € D un intervalo diadico. Sin perdida de generalidad, podemos suponer
que [, udp > 0. Observemos que para cada = € I se verifica ﬁ Jyodp < My a(oxr)(x).
Y, por tanto,

(o) Gl o Gy f ) = s
SC/IUdM < 00,

luego (u,v) € Apa(p). Entonces aplicando el Teorema 4.37 tenemos (u,v) € A7 (1) N
A (). Veamos ahora que (u,v) € ST (u). Sea I € D un intervalo diddico. En la de-
mostracién de la Proposicién 4.32 probamos que si € I~ entonces M : Jox+)(x) =
ﬁ J;+ odp. Usando esta tltima observacion, y que M, < M, 4 tenemos

/|M:’d(axf+)]pudu—/ |Mljfd(axf+)|pudu+/ |M+d(axf+)|pudu
I I-

g/ (ﬁ /I+ adu) ud,u+/ My a(ors ) Pudy
_ ( / ) udu) (ﬁ /I ) adu) + /I Myl Pudp
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Entonces, como (u,v) € A~ (1) y (u,v) € Sp.a(p), obtenemos,

1
/lM:d(JX”)PUdH < (/ Udﬂ) (_/ ad,u) / | My a(oxs+)[Pudp
o - u(l)
SC’l/ Jd,u—i-Cg/ odyp = <C1+CQ)/ ody,
I+ I+ I+

es decir, (u,v) € Sy ;(1). Andlogamente se obtiene (u,v) € S_ (). Por tanto MId y M, ,
son de tipo fuerte (p,p) con respecto a las medidas (udp, vdp). Como consecuencia, para
cada f € LP(vdu) tenemos

(/ o )du(:r)f = (/ IMaf (@) + M;df(x)IPU(x)du(x))%

< ([ s )du(l’)>;
H(/ |Mmdf<x>|pu<x>du<x>)%
<¢: ([ IrPeants >) +Co ([ 1#@Pe)inta >)%
~ciron ([ |f($)|”v(ﬂ:)du(x)); -

Reciprocamente, supongamos que M, 4 es de tipo fuerte (p, p) con respecto a las medidas
(udp, vdy). Por tanto, M, 4 es de tipo débil (p, p) con respecto a las medidas (udp, vdp), y
aplicando el teorema anterior tenemos (u,v) € A, 4(p). Sea I € D un intervalo diadico tal
que [;udp > 0, entonces por la condicién A, 4(u) tenemos que [, odp < oo. Por tltimo,
basta tomar f = ox; en (4.40) y obtenemos (u,v) € Sy 4(1). O

Estudiemos ahora la acotaciéon de M, 4 para pesos iguales. Al igual que en capitulos
anteriores, usaremos la notacién w € A, 4(u) para referirnos a (w, w) € A, 4(p). Para usar
los resultados anteriores sobre maximales laterales diadicos tendriamos que suponer que
verifica la propiedad de duplicacién. Sin embargo, podemos evitar esta hipétesis adicional
en u haciendo una demostracién tipo Lerner [20].

Teorema 4.40. Sean p una medida de Borel en R finita sobre conjuntos acotados, 1 <
p < ooy w un peso en R. Sea 0 = v'7 donde p' es el exponente conjugado de p. Son
equivalentes:

1. we Apyd(pd).

2. Existe C' > 0 tal que para toda f € LP(wdpu) se tiene

Myaf(z) <C [deu,d(w_lMadu,d(fU_l)p_l)(x)} e
para todo x € R.

3. Emiste C' > 0 tal que

AIMM,df(w)Ipw(x)du(x) < C/ﬂ\{lf(ﬁ)l”M(ﬂfMM(ﬂC% (4.41)

para toda f € LP(wdpy).
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Demostracion: Supongamos que w € A, 4(4). Entonces existe C' > 0 tal que

wll) (p) \ 7
LD (w,m) ’ (4.42)

para cada intervalo didadico I. Sea x € R, y sea I € D un intervalo diadico tal que x € I.
Sea f € LP(wdpu), entonces multiplicando el promedio ﬁ J; | fldp en la desigualdad (4.42)
podemos estimar de la siguiente forma

5 [\ <242 (£ (II)T /mdu

=C 5% (o [0 "“‘)pl]

1

e e [ (am [ o) d’“‘(”]

_1

<C :w;( i) /I (Mgdu,d(fa—l)(y))p1w(y)—1w(y)du(y)]
<C [Muapa(w™ Moga(fo= )P~ ()] 77 .

Entonces, tomando supremo sobre todos los intervalos diadicos I con x € I tenemos

1

Mu,df(x) < C [deu’d(w_lMadu,d(fa_l)p_l)(x)} p=l

Ahora bien, como Mygud Y Myaua son maximales diddicos, entonces el Teorema 4.4 nos
dice que Myq4,,q €s acotado en LP (wdp) vy, M4y, es acotado en LP(odp), con constantes
C1 y (5 respectivamente. Por tanto,

[ st @Puwle)dnte) <C [ [Maga (07 Mg o™ P) ()] wla)dta)
<C7Cy [ [uwl) Magual o™ w(o)duta)
071 [ (Mgl o) @) o))
<0G [ |f@)e” @) ola)duta)
~CrCiCy [ 11 wle)dn(o)

Luego M, 4 es acotado en LP(wdpu). Reciprocamente, si suponemos que M, 4 esta acotado
en LP(wdy), entonces es de tipo débil (p,p) con respecto a las medidas (wdu, wdp), y
aplicando el Teorema 4.38 se obtiene w € A, 4(1). O
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